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0. Introduccién

0.1. En [1] y [2] Moulines ofrece una elucidacién del con-
cepto de aproximacion intratedrica en el contexto del progra-
ma estructural de reconstruccién de teorias empiricas. De
acuerdo con tal elucidacién, toda teoria cientifica, T, viene
equipada con una uniformidad, U, definida sobre la clase
Mp de los modelos potenciales de la teoria. De este modo,
dos modelos, a, b € Mp son préximos o semejantes entre si,
si y sélo si hay un elemento X €U tal que el par <a,b)> estd
en X. Ahora bien, no toda uniformidad en Mp es aceptable
como vehiculo de aproximacién; una condicién necesaria de
aceptabilidad es que la uniformidad, U, en Mp induzca de un
modo natural una uniformidad, R(U), en Mpp —la clase
de todos los modelos potenciales parciales (es decir, despro-
vistos de interpretaciones para los conceptos T-teéricos) de
la teoria en cuestion. Para expresar esta condicién algo mas
precisamente, recordemos brevemente la definicién de uni-
formidad y la relacién entre las clases Mp y Mpp.

0.2. Si A es un conjunto no vacio, sea A(A), la diagonal
de A, el conjunto {¢x,x> : x €A}, y si X es una relacién
en A, es decir, si X & A X A, sea XoX, la composicién
de X consigo misma, el conjunto de los pares <x,z> tales
que para algin y €A, tanto <x,y> como <y,z> estdn en
X. Finalmente, si X € A X A, sea X, la inversa de X, el
conjunto de los pares <x,y> tales que el par <y,x)> estd
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en X. Con estas definiciones prev1as, una umformldad en

Aes

(1) un conjunto no vacio, U, de relaciones en A

(2) si XeUysi XCY CA XA, entonces Y €U

(3) si X, YeU, entonces X N Y €U

(4) si X €U, entonces A(A) € X

(5) si X€U, entonces X" € U

(6) si X €U, entonces hay un Y €U tal que YOY C X.

0.3. Fijemos una teoria empirica, T, con clases Mp de mo-
delos potenciales y Mpp de modelos potenc1ales parc1ales
Cada modelo a € Mp da lugar, por restriccién, a un tnico
modelo r(a) € Mpp. La relacién, r, de restriccién es, pues,
una funcién r: Mp = Mpp, de hecho es sobre Mpp. Si ahora
X es una relacién en Mp, sea

I, [X] =1 <(x), (y)> : <xy> €Xt,

la restriccién de X a Mpp. Con esta terminologia, la condi-
cién necesaria mencionada de aceptabilidad para una uni-
formidad U en Mp es que el conjunto R(U) de restriccio-
nes de elementos de U a Mpp, es decir el conjunto

R(U) =1r.[X]: XU}
sea a su vez una uniformidad en Mpp.

0.4. No toda uniformidad en Mp es aceptable en este sen-
tido. En [1] pp. 213-220 Moulines define y justifica intui-
tivamente el concepto de uniformidad empirica y prueba
que toda uniformidad empirica es aceptable. Su definicién
es la 51gu1ente una unlformldad U en Mp es empirica si
y sélo si ,

4




(D4)(2): (VX eU)(Vxy,z)(Kxy> € X&r(x)=
r(z) = <zy> €X)

Pero esta definicién presenta un problema. De hecho, en los
casos interesantes toda uniformidad empirica en el sentido
expuesto es trivial. Mas precisamente: si T es una teoria en
la cual todo modelo potencial parcial puede expandirse a
por lo menos dos modelos potenciales distintos (lo cual ocu-
rre siempre en teorias avanzadas), entonces hay una sola
uniformidad empirica en la clase de los modelos potencia-
lesde T, a saber, aquella segiin la cual dos modelos:cuales-
quiera son siempre semejantes o préximos entre si (ver 1.1
para una formulacién precisa).

0.5 La organizacién de esta nota es como sigue: En I jus-
tifico la afirmacién anterior y presento una definicién alter-
nativa de uniformidad empirica que, segiin creo, capta la
intuicién de Moulines expresada en [1] y muestro que, en
cierto sentido, es la mejor definicién posible (1.7, Observa-
cién). En 2 desarrollo formalmente el material presentado
en ] y proporciono las pruebas anunciadas alli.

1.

1.1. Objecién: Supongamos que todo modelo en Mpp puede
expandirse a por lo menos dos modelos distintos en Mp (es
decir, que si x € Mpp, entonces hay a,b € Mp, a 7D, tales
que r(a) == r(b) = x). Bajo tal condicién hay una -finica
uniformidad empirica en Mp —la uniformidad trivial, es
decir, la uniformidad cuyo t{nico elemento es el conjunto

Mp X Mp. (“Empirica” segin (D4)(2)).

Justificacién: Supongamos que U sea una uniformidad em-
pirica en Mp y que la suposicién de la Objecién se cumple.
Si U no es trivial, hay un X €U y hay a,b € Mp tales que
<a,b> € X. Sea a’ €Mp, a7 a’, r(a) ==r(a’). Puesto que U
es empirica, <a’,b> € X. Por (2) en la definicién de uni-
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formidad, X U {<a,b>t € U. Pero esto es imposible ya que
U es empirica y <a’b> ¢ X U{<a,b>}.

1.2. Afortunadamente, la objecién anterior es muy superfi-
cial. Una manera obvia de escapar a ella sin dafiar el con-
tenido intuitivo en la definicién (D4) (2) seria exigir que, en
la definicién de uniformidad empirica, la condicién (D4) (2)
fuera satisfecha no por cada elemento de la uniformidad U
sino solamente por cada elemento en una base para U. Mas
precisamente, la condicién (D4)(2) podria substituirse por
la condicién:

D2)(2'): (VXeU)(HY € X, YeU)(Vxy,z)(Kxy>
€Y Ar(x) =r(z) > <zy>€Y)

1.3. Una manera mas elegante de evitar la objecién 1.1 es
la siguiente.
Pongamos

¥ —{(x,y> €Mp X Mp : r(x) = r(y) }

(¥ puede ser llamada “la pseudo-diagonal de Mp” y rede-
finamos una uniformidad empirica como una uniformidad,
U, en Mp que satisfaga

(D4) (2”): (VX €U)(¥ < X).

1.4. (D4)(2') y (D4)(2”) son equivalentes entre si y, ade-
mds, son equivalentes a una condicién adicional (ver 1.7)
que afirma que U es obtenible de un modo natural a partir
de alguna uniformidad en Mpp. La prueba de la equivalen-
cia entre (D4)(2’) y (D4)(2”) se encuentra en 2. Prop. 1
((i) © (iii)). A partir de ahora, tomemos (D4)(2"”) como
la definicién oficial de uniformidad empirica.

1.5. En primer lugar, debemos comprobar que si U es una
uniformidad empirica en Mp y que si definimos una familia,
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R(U), de subconjuntos de Mpp X Mpp mediante la ecuacién
(*) R(U) ={r.[x] : X U} |

(donde r, : Mp X Mp— Mpp X Mpp es la funcién dada
por r, (<x,y>) = <r(x), r(y)>), entonces R(U) es una
uniformidad en Mpp, a la que podemos referirnos como a
la restriccién de U a Mpp.

Este es el contenido de 2. Prop. 2.

1.6. Sin embargo, la situacién es algo mejor. Hay una for-
ma candnica de obtener una uniformidad en Mp a partir de
una uniformidad en Mpp. A saber, sea V una uniformidad
en Mpp y pongamos

(**) E(V) ={XCMpXMp:(HYeV)}
(" [Y] € X)

Entonces E(V) es una uniformidad en Mp, a la que podemos
referirnos como a la expansién de V a Mp. E(V) es empi-
rica, ya que ¥ Cr,~ [&(Mpp)].

Esto se prueba en 2. Prop. 3.

La situacién algo mejor a la que hemos aludido puede des-
cribirse como sigue:

Si U es una uniformidad empirica en Mp, entonces

U =E(R(U)).

En otras palabras, si partimos de una uniformidad empirica,
U, en Mp y aplicamos (*) obtenemos una uniformidad R(U)
en Mpp. Si ahora aplicamos (*.*) a R(U) regresamos a nues-
tro punto de partida, es decir, a U.
Este es el contenido de 2. Prop. 5.

1.7. De hecho, las uniformidades empiricas en Mp son pre-
cisamente aquellas que se obtienen como expansiones de uni-
formidades en Mpp. Con mas detalle:




Observacién: U es una uniformidad empirica en Mp si y
s6lo si hay una uniformidad, V, en Mpp tal que U —=E(V).

Justificacién: Si U es empirica, U=E(R(U)) —segin sa-
bemos. Por_otra parte, si U= E(V), donde V es una uni-
formidad en Mpp, entonces, y dado que cada Y €V incluye
(como subconjunto). a & (Mpp), cada X € U debe ser tal que

Y= [A(Mpp)] € X
probando asi que U es empirica.

1.8. Conclusién. Si queremos una uniformidad empirica en
Mp, podemos partir de una uniformidad arbitraria en Mpp.
Por expansién, tal uniformidad da lugar a una uniformidad
empirica en Mp y la observacién anterior nos’asegura que
nada se pierde con tal procedimiento.

1.9. Por completud, podemos afiadir lo siguiente:

Si \Tf‘es. una uniformidad é‘n Mpp, entonces |
V=R(E(V)). |

Es decir, si aplicamos (**) a V obtenemos‘la‘\:;lllhiformidad

E(V) en Mp. Puesto que E(V) es empirica, podemos apli-
car (*) a ella —obteniendo V.

Tal es el contenido de 2. Prop. 7.

1.10: Nota. Hay una condicién necesaria y suficiente que
una uniformidad U en Mp debe satisfacer para que su res-
triccién R(U) sea una uniformidad en Mpp. Tal condicién
es la siguiente:

(VX eU)(TY € U)(Vx,y,z,u € Mp)
(Kxy> € Y& <zu) €Y &r(y) =r{z)




"X W) (r(x) =r(x') &r(u) =1(u') &
o L x> €X)).

Sin embargo, aqui no consideraré en absoluto tal condicién,
ya que no parece ser relevante intuitivamente para el con-
cepto- de aproximacién empirica.

2

2.1. Sea A un conjunto no vacio, = una relacién de equiva-
lencia en A.

Definiciones

(i) Un conjunto X CAXAes =_cerrado si y sélo si
(Viexy.y € A) (Cry> €X&x=x &y
=y = {xy'> €X)
(ii) Un conjunto X € A X A es =-cerrado- por la iz-
quierda syss
(Vx,x YEA) (Kxy> €X & x=x"-
> iy eX)
(iii) Sea U una uniformidad en A. B es una base para U
syss
U={XCAXA:(@YeB)(YCSX)}
(iv) Y (=) =Kxy> €A XA :x=yt
(Cuando no haya duda acerca de la relacién de equi-
valencia de la que hablamos, escribiremos ‘¥’ en vez
de “¥(=)’
(v) Sea U una uniformidad en A. U es =-aceptable syss

(VX eU) (¥(=) CX).

Proposicién 1. Sea U una uniformidad en A, = una relacién
de equivalencia en A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes entre si:

(i) U es =-aceptable.
(ii) Los conjuntos =-—cerrados en U forman una base
para U




(iii) Los conjuntos =-cerrados por la izquierda que es-
tan en U forman una base para U.

Prueba.

(i)~ (ii) : Supongamos que U es =-aceptable y sea x € U.
Debemos encontrar Y € X, Y €U, Y =—cerrado. Puesto que
U es una uniformidad, hay Z, W €U tales que

ZCZoZCWCWoWCX.
Pongamos

Y=1{<x\y'> : (Axy) Kxy> €Z&x=x'&y=y')}
(Y es la =—clausura de Z). Entonces:

1) YeU (yaque ZLY).

2) Y es =-—cerrado (por definicién de Y y el hecho de
que = es una relacién de equivalencia).

3) Y. C X (Pues sea <x,y’> €Y. Asi, hay <x,y> € Z tal
que x =x', y =y’. Puesto que U es =—aceptable, <x'x> €Z,
y, por tanto, <x',y> €Z0Z C W. Usando de nuevo la su-
posicién de que U es =-aceptable, tenemos que <y,y’> € W.
Por consiguiente, <x",y’> €W oW C X.)

(ii)—>(iii) : Trivial, ya que todo conjunto =-cerrado es
=—cerrado por la izquierda.

(iii)—>(i) : Supongamos que U satisface (iii). Sean X €U,
x =vy. Debemos ver que <x,y> €X. Sea Y € X, Y =—ce-
rrado por la izquierda. Puesto que <y,yx €Y, vemos que
<x,y> €Y € X. Esto concluye la prueba de Prop. 1.
2.2. Notacién. Para lo que sigue, fijemos:

A, B, conjuntos no vacios
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o Asobre B

=,, la relacién de equivalencia en A inducida por r; es
decir, a=ra’ si y sélo si r(a) = r(a’).
r,: AX A-S—g-}ﬁ'* B X B, la funcién dada por
r.(<a,a’>)= <r(a),r(a’) >

Si U es una uniformidad en A, sea
R(U)=Ar,[X]: XU}

Si V es una uniformidad en B, sea
E(V)={XCAXA:(AYeV)( [Y] €X)

Proposicién 2. Si U es una uniformidad = —aceptable en A,
entonces R(U) es una uniformidad en B.

Prueba. La tnica condicién no obvia es que para todo
YeR(U) hayunZ€R(U) tal que ZoZ S Y. Sea Y € R(U).
Hay pues X €U tal que Y =r,[X]. Puesto que U es una
uniformidad, hay un W €U tal que WoW C X y, puesto
que U es =,—aceptable; podemos suponer que W es =,
—cerrado por la izquierda. Basta verificar que r, [W] or,
[W] €Y. Ahora bien, supongamos que <{x,y), {y,z> €
r. [W] —digamos x=r(a), y =r(b)=1r(b"), z=1r(c),
con <a,b>, <b’,c> €W. Puesto que b=, b’ y W es =,—ce-
rrado por la izquierda, <b,c> € W. Por tanto, <ac) €
WoW C X. Asi, ¢r(a), r(c)D> €r, [XI=Y. Esto conclu-
ye la prueba.

Proposicién 3. Si V es una uniformidad en B, entonces E(V)

es una uniformidad =,—aceptable en A.
Prueba. Para justificar la afirmacién de que E(V) es una
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uniformidad, ver |3], capitulo 6, observaciones después del
teorema 9. Para convencerse de que E(V) es =,—aceptable,
nétese que ¥ =r;* [A(B)]; de modo que si XeE(V);
¥ C X,

Lema 4. Si X es =,~cerrado, X € A X A, entonces
r; [r.[X]]=X.

Prueba: Sea X =,—cerrado y supongamos que {u,v) € r;
[r. [X]]. Hay, pues, <u’,v'> €X'tal que r,( <u,v> )=,
(<u’,v'>), es decir u=ru’ y v=:v. Asi, dado que X es
=,—cerrado, <u,v> € X. Esto muestra que r;' [r,[X]] € X.
La inclusién opuesta es bien conocida.

Proposicién 5. Si U es una uniformidad =;—aceptable en A,

entonces U= E(R(U)).

Prueba.

1) UCE(R(U)): Sea X €U. Puesto que U es =,—acep-

table, podemos encontrar Z C X, Z=,—cerrado, Z€U. En-
tonces r, [Z] € R(U) y, por consiguiente, r3! [r; [Z]] €
E(R(U)). Por el Lema 4, Z=r; [r, [Z]]. As1,
Z€¢E(R(U)). Por tanto, ya que Z € X y que E(R(U)) es
una uniformidad, X €E(R(U))
- 2) E(R(U)) € U:SeaX ¢ E(R(U)). Hay pues, YeR(U)
tal que r3' [Y] € X. Por definicién de R(U), hay Z €U tal
que Y=r,[Z]. Asi, Z C ;" [r, [Z]] _rﬁ [Y] C X. De
donde X € U.

Lema 6. Si Y € B X B, entonces r, [r;' [Y]] =Y.
Prueba. Inmediato a partir del hecho de que r, es sobre

B X B.

Proposicién 7. Si V es una uniformidad en B, entonces

V =R(E(V)).
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Prueba.
1) VS R(E(V)): Sea Y€V. Asi, r;' [Y] €E(V). Por
tanto, r, [1;' [Y]] € R(E(V)).Porel Lema 6, Y € R(E(V)).

2) R(E(V))CV: Sea Y¢R(E(V)). Hay, pues, X¢E(V)
tal que r,[X]=Y. Puesto que X € E(V), hay Z €V tal que

7 [2) € X. Por tanto, Y =r,[X] 21, [r;* [Z]] = Z (por
Lema 6). Puesto que Ves una uniformidad y Z € V, conclui-
mos que Y eV.
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SUMMARY

These remarks are intended as an improved definition of Moulines’
concepts of empirical uniformity as provided in [1] p. 218. Mouli-
nes’ intention is to set forth conditions on uniformities on the class
Mp of all potential full models of a given empirical theory so that
its restriction to the class Mpp of all its partial models be a uni-
formity on Mpp. Here it is shown that Moulines’ condition (Def.

4) is too strict to be of general interest and a new definition is
offered. According to this new definition, an empirical uniformity
on Mp is a uniformity, U, such that every set in U contains all pairs
of expansions to Mp of any single partial model. It is shown that
this new definition reflects the old’s intuitive content and that em-
pirical uniformities are precisely those obtained by expansion to Mp
of arbitrary uniformities on Mpp. '

[1.3.]
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