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RESUMEN: El objetivo de este articulo es investigar diversos resultados limitativos
acerca del concepto de validez. En particular, argumento que ninguna teoria logica
de orden superior con semantica estindar puede tener recursos expresivos suficientes
como para capturar su propio concepto de validez. Ademds, muestro que la l6gica
de la verdad transparente que Hartry Field desarrolld recientemente conduce a
resultados limitativos similares.
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SUMMARY: The aim of this paper is to investigate various limitative results about the
concept of validity. In particular, I argue that higher-order logic with the standard
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Field leads to similar limitative results.
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El teorema de indefinibilidad de la verdad (Tarski 1935) muestra que,
bajo la l6gica clasica, ninguna teoria consistente capaz de expresar la
aritmética puede probar todas las instancias del esquema-T vy, por lo
tanto, definir su propio predicado veritativo. Una manera frecuente
de interpretar este resultado es que la verdad es inexpresable dentro
de esas teorias usando simplemente esos recursos logico-aritméticos.
El propdsito de este articulo es investigar cuales son los resultados
limitativos correspondientes al concepto de validez. Dados los tradi-
cionales vinculos entre este concepto y el de verdad, podria pensarse
que hay una extension directa desde el resultado de Tarski a cualquier
intento de expresar validez adoptando los mismos recursos necesarios
para la prueba del mencionado teorema. Sin embargo, puede probar-
se (Ketland 2012) que, a diferencia de lo que sucede con verdad, la
aritmética de Peano tiene recursos suficientes para capturar validez
légica para las teorias de primer orden. Esto es, si se contrasta con el
caso de la paradoja del mentiroso, no hay una paradoja de la validez
adoptando recursos logico-aritméticos dentro de lenguajes de primer
orden (Ketland 2012, Cook 2014). No obstante, en este trabajo ar-
gumento que este resultado no basta para mostrar que no existen
paradojas alrededor de la validez légica. En particular, sostengo que
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si se adoptan mais recursos expresivos que los correspondientes a la
logica clasica de primer orden, el predicado de validez, al igual que
el predicado veritativo, no puede expresarse consistentemente usando
recursos aritméticos. Asi, ninguna teoria logica de orden superior con
semantica estandar puede tener recursos expresivos suficientes para
capturar su propio concepto de validez. Esto significa que, para estas
teorias, la pretension de extender los recursos dentro del lenguaje
para expresar validez produce trivialidad: hay una paradoja, de es-
tructura similar a la paradoja de Curry, que nos impide expresar el
mencionado concepto 1égico. Tal paradoja ha recibido el nombre de
paradoja de validez (V-Curry). Por tltimo, recientemente muchos han
sido los intentos por modificar la lgica clasica a la luz de las para-
dojas semanticas. Quiza, el mas importante es el enfoque de Hartry
Field (2008). Defiendo que la pretension de extender los recursos de
esa “logica de la verdad transparente” para expresar validez dentro
del lenguaje conduce a resultados limitativos similares.

1. La paradoja de la validez

La idea de desarrollar lenguajes semanticamente cerrados, i.e., que
contengan todas sus nociones seminticas sin obtener trivialidad, in-
cluye la necesidad de expresar validez logica (la cual es obviamente
distinta del condicional material). Claro que la paradoja del mentiroso
ha provocado todo tipo de intentos para revisar las leyes logicas, en
especial aquellas vinculadas a la negacién. Los mas conocidos son los
enfoques paracompletos (Kripke 1975, Field 2008), que basicamente
rechazan el principio del tercero excluido, adoptando modelos krip-
keanos de punto fijo, y los enfoques paraconsistentes (Priest 2006,
Beall 2009), que en esencia rechazan la ley de explosion, adoptando
modelos que permiten dialetheias.! También es ampliamente conoci-
do que ambas estrategias tienen dificultades para expresar el concepto
de negacion y evitar las revanchas: esto es, nuevas paradojas que
surgen al incorporar conceptos semanticos como resultado de una
solucidon tentativa a la paradoja original.

En los dltimos afios, la paradoja de Curry ha permitido darnos
cuenta de que la revision de la logica de la negaciéon no es suficiente
para la solucion a los problemas expresivos vinculados a las paradojas
semanticas. Hace falta, ademas, producir modificaciones vinculadas a
las leyes del condicional material. Es claro que uno de los desafios
actuales mas importantes para aquellos que trabajan en el proyecto de

!Los dialetheias son oraciones que reciben un “ctmulo” de valores de verdad:
son verdaderas y falsas.
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revisar la logica a la luz de las paradojas semanticas es encontrar una
l6gica con un condicional apropiado que no permita derivar la para-
doja de Curry. En cualquier caso, sea este proyecto posible o no, los
vinculos entre validez y transmision de verdad nos hacen sospechar
que la tarea de desarrollar una légica dentro de un lenguaje capaz de
expresar validez podria no ser sencilla. Veamoslo detenidamente.

Diversos autores han argumentado que validez, al igual que ver-
dad, es un concepto contaminado con paradojas (Whittle 2004, Field
2008, Shapiro 2011, Beall y Murzi 2013, Murzi 2014, Murzi y Shapiro
en prensa).? Para apreciar el punto, sea L un lenguaje de primer
orden capaz de expresar la aritmética (PA), lo cual resulta conve-
niente por la necesidad de expresar oraciones autorreferenciales. Por
lo general, usamos diagonalizacién a tales efectos. La estrategia que
propone capturar validez en forma predicativa tiene diversas opciones
de acuerdo con la aridad del predicado de validez. Un modo simple
de plantear el problema es tomar el caso en el cual tenemos una sola
premisa. Sea L+ el resultado de agregar a L un predicado de validez
diadico Val(. .., ...), tal que Val(<®>, <U>) valga si y sélo si el
argumento que parte de ® y concluye ¥ es logicamente vélido.®> La
idea es que ese predicado sea primitivo. Por supuesto, requerimos
dar una explicacion del comportamiento “logico” de esa expresién en
el lenguaje. Aqui, V'S; y V'Ss cumplen esta funcion:

V'S;: Para toda formula @ y W:
Si: oFU
Entonces: D F Val(<d>, <U>)

V'S1 codifica de manera natural la idea segtn la cual si tenemos una
prueba de ¥ desde @, entonces el argumento con ¢ como premisa y
¥ como conclusién es valido.

V'Ss: Para toda formula @ y W:

%Sin embargo, no todos los que aceptan la existencia de V-Curry han sacado las
mismas conclusiones a partir de la derivacion de trivialidad. Whittle, por ejemplo,
argumenta que la paradoja muestra que los dialetheistas necesitardn recurrir a una
jerarquia de tipo tarskiana para expresar los predicados de validez logica. Field, en
cambio, usa la paradoja para afirmar que validez logica no es preservacién de verdad.
Shapiro, Beall y Murzi sostienen que la paradoja nos conduce a abandonar la regla
estructural de contraccién.

3 Al ser una extensién de L, L+ contiene un codigo <®> para cada formula ®
de L+. Lo usual es que se utilicen cdédigos de Giodel para generar tales nombres
dentro de teorias que contienen PA.
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@ F Val(<®>, <U>) — (& — )

V'Ss expresa que si un argumento es valido y aceptamos sus premisas,
entonces aceptamos su conclusién.

Debe notarse que en ambas reglas, la nocién de “F” intenta cap-
turar la nocidn de prueba de la légica correspondiente al lenguaje
L+. Con todos estos requisitos, que parecen admisibles, estamos en
condiciones de formular la primera paradoja de la validez. En pri-
mer lugar, dado que hemos adoptado un L+ capaz de expresar la
aritmética, aplicamos el lema de diagonalizacion al predicado:

Val(x, < L>)
para obtener una oracién tipo Curry tal que:
K& Val(<K>, <L1>)
En este punto, usando principios intuitivos para la validez, podemos

derivar una paradoja que, por su semejanza con la de Curry, deno-
minamos V-Curry:

1] K Suposicion para la aplicacion de V'S
2] Val(<K>, <1>) 1, diagonalizacién

3] K — L 2, VS,

[4] L 1,3

5] Val(<K>, <1>) 1-4, VS,

[6] K — L 5, VS,

[7] K 5, diagonalizacién

8] L 6, 7

Esta es la paradoja que se describe en Beall y Murzi (2013). Los
recursos asumidos para obtener trivialidad son:

i) Logica
ii) Aritmética de primer orden
iii) VS y VSs

Critica, vol. 46, no. 138 (diciembre 2014)
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Notese que esta version de V-Curry presenta semejanzas con la para-
doja de Curry tradicional. Al igual que lo que sucede en este tltimo
caso, en esta version se pone en evidencia el uso de las reglas l6gicas
del condicional. Asi, V'Sy parece requerir que Val cumpla la versién
correspondiente de Seudo Modus Ponens:

SMP @+ Val(<®>, <U>) = (Val(<®>) — Val(<¥>))

ya que deberiamos esperar que si Val(<®>, <WU>), entonces siem-
pre que sea Val(<®>), también serd Val(<WU>). Y V.S, parece
requerir que Val cumpla con la siguiente version restringida del
teorema de la deduccion:

TD Si ® F U, entonces @ F Val(<P>, <U>)

ya que deberfamos esperar que, si cumple que hay una prueba de ¥
a partir de @, tiene que cumplirse que hay una prueba sin el uso de
ningtn supuesto adicional de que Val(<®>, <¥>). Por supuesto,
dados los recursos “logicos” que parecen estar siendo utilizados (MP,
SMP, TD) para obtener trivialidad en L+ podriamos estar tentados a
pensar que existe una paradoja de la validez 16gica para los lenguajes
clasicos de primer orden. Mas adelante veremos que hay dificultades
con esta idea.

Por otra parte, dados los vinculos entre las nociones de consecuen-
cia légica y validez universal puede resultar atil (ademas de simpli-
ficadora) la siguiente versién de la paradoja. Sea L+ el resultado de
agregar a L un predicado monédico Val(...), tal que Val(<®>) si
y s6lo si @ es valida universalmente. Puesto que hemos introducido
un “nuevo” predicado, esto es, un predicado primitivo cuya inter-
pretacién pretendida es que se aplique a y sdlo a aquellas formulas
de L+ que sean logicamente verdaderas, de nuevo necesitamos reglas
que nos indiquen cémo usar correctamente este predicado. La idea
es que validez, al igual que verdad, deberia cumplir algunos simples
principios intuitives. Sean V.51 y V'.Sy las reglas que nos permiten
introducir y eliminar el predicado en cuestion:

V.Sy: Para toda formula @:
Si: oF®
Entonces: D F Val(<®>)

V.Ss: Para toda formula &:
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FVal(<®>) — @

De manera intuitiva, las reglas nos dicen que todo teorema es valido
y que, si hay una prueba de que algo es valido, hay que aceptarlo.
Al simplemente aceptar estos principios parece poder formularse una
paradoja que por diagonalizacién introduzca una oracién que afirma
de si misma que no es valida. Esto es, por PA, puede obtenerse en
L+ una oracién tal que:

K ¢ = Val(<K>)

Aqui, es facil ver como trivializar estos principios usando pocos re-
cursos. Llamo V-Curry a esta derivacién de trivialidad.*

[1] —K — Val(<K>) Diagonalizacion

2] Val(<K>) — K V'Ss

3 KK 1y 2

4 K 3

[5] Val(<K>) VSiy[4]

6] —Val(<K>) [4], oracion diagonal

De esta manera, se obtiene como teorema en la teoria resultante de
agregar a PA las reglas V'.Sy y V.S, una oracién que afirma que no es
valida. Al igual que con la oracién del mentiroso, es un ejercicio facil
derivar una inconsistencia aplicando la légica clasica. Los recursos
que se han usado son:

i) Logica
ii) Aritmética de primer orden
iii) VS y VS

Una estrategia habitual frente a resultados como los anteriores es
analizarlos como resultados limitativos. Aqui ambas derivaciones es-
tarian limitando la capacidad de hablar de la validez 16gica usando los
mencionados recursos. Validez, al igual que otros conceptos semén-
ticos, serfa una nocién plagada de paradojas. En la siguiente seccion

*Por supuesto, no hay un paralelismo estricto entre esta oraciéon que afirma de
si misma su propia invalidez y la oracién de Curry. Inmediatamente se vera por qué
es conveniente usar esta terminologia viendo este caso (el de validez) como un caso
limite de consecuencia (semantica) logica.
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analizaré algunas reacciones que muestran ciertas asimetrias entre el
presente caso y el de la nocion de verdad.

2. Algunas razones contra V-Curry

En este apartado muestro que no hay una paradoja de la validez 16gica
si limitamos nuestros recursos a los lenguajes clasicos de primer
orden. Para dichos propdsitos, es necesario sacar a la luz que hay
algo erréneo en las anteriores derivaciones de trivialidad, cuando
ellas se formulan adoptando esos recursos. En particular, presento un
argumento que Jeff Ketland y Roy Cook formularon recientemente
y que sostiene que si Val(<...>, <...>) captura validez légica,
entonces la presunta derivacion es una falacia, porque:

K & Val(<K>, <L1>)

no es una verdad légica, y es, en cambio, un teorema de la aritmética.
Por eso, las derivaciones de V-Curry resultan falaces: si logica es
logica de primer orden, las aplicaciones de las reglas de la validez en
las anteriores derivaciones de trivialidad son erréneas, pues suponen
como logicas las reglas de la validez, la cuales son simplemente
expresables en la aritmética.

2.1. La invalidez de las reglas de la validez

Diversos autores han argumentado que hay algo erréneo en las reglas
de la validez adoptadas para derivar V-Curry. Por supuesto, la idea se
conecta con el hecho de que las reglas de la validez podrian no estar
siendo bien aplicadas. En especial, las sospechas recaen sobre las
diversas formulaciones de V'S). Asi, tomemos la segunda derivacion,
la idea es que para concluir Val(<®>), ® deberia haberse obtenido
como teorema simplemente por fundamentos ldgicos siempre que
Val(<...>) capture el concepto de validez logica. Y tal cosa, se
argumenta, no parece ser el caso. Siguiendo esta estrategia, algunos
logicos como Ketland (2012) y mas recientemente Cook (2014) han
ido incluso mas lejos. Las sospechas sobre V.S; los han llevado a
negar que exista una legitima paradoja de la validez.

De este modo, de acuerdo con Ketland y Cook, si los predicados
Val(<...>, <...>)y Val(<...>) en las dos anteriores derivacio-
nes intentan capturar la validez lgica, los argumentos que concluyen
trivialidad son un equivoco. El punto de partida de ambos es en-
fatizar el nexo entre validez y prueba. Dada una derivacion logica
de una formula @, estamos autorizados a inferir que ® es vilida.

Critica, vol. 46, no. 138 (diciembre 2014)



10 EDUARDO ALEJANDRO BARRIO

Una vez aludido este punto, la pregunta crucial es qué recursos son
necesarios para producir V-Curry. Y, aqui, los autores nos piden que
recordemos que la equivalencia entre K y Val(<K>, <_L>) no
es una verdad logica, sino una verdad aritmética. Es decir, deberia
notarse que cuando aplicamos el lema de diagonalizacion a una K tal
que:

K & Val(<K>, <1>)

obtenemos un teorema de la aritmética. Por eso, la inferencia de [1]
a [2] depende de la aritmética (y no sdlo de la logica). Y, como resul-
tado de esto, la prueba de [1] a [4] no constituye una prueba de una
contradiccién que légicamente se seguiria de la suposicién inicial,
sino que la aritmética junto con V.Ss implica que una contradicciéon
se sigue a partir de K. Por eso, no seria correcto aplicar V'.S; en
[5]. En este sentido, examinando la version de Beall y Murzi sobre
la paradoja, Jeffrey Ketland concluye que no deberfamos permitir
el uso de la aritmética y las reglas de validez en la subprueba que
termina con la aplicacion de V'Si:

el hecho de que ® sea un teorema de V-logic no implica que ® sea en
si misma valida o logicamente verdadera. Por ejemplo, Val(<0 = 0>)
y Val(<0 = 1>) — 0 = 1 son teoremas de V-logic, pero ninguna de
las dos es vdlida. En forma anéaloga, el hecho de que se derive cierto
resultado usando reglas o axiomas para los niimeros naturales (e.g., el
esquema de induccién o la regla de induccién o una regla w) no implica
que tales resultados sean vélidos. En el marco habitual de la logica de
primer orden, la validez de ® es equivalente a que ® sea logicamente
derivable; y ésta es la razén por la cual la regla de introduccién (V-In) se
restringe. Por eso, se puede inferir Val(<®>) sélo si ® ha sido derivada
usando logica. Si ademas han sido usados principios no légicos para
probar @, entonces ® podria no ser valida. (2012, p. 426; la traduccién
es mia.)

donde V-logic es interpretado como la nocion de consecuencia logica
en la “logica de la validez” y V-In (como la correspondiente V'S;).?
Sé6lo para enfatizar: ni la aritmética ni las reglas que rigen la validez

® Al igual que en la segunda formulacién del primer apartado de este articulo,
Ketland considera un predicado monadico de validez Val(< ... >) que se cumple de
los codigos de las verdades logicas. La regla de introduccién de validez se denomina
V-In y cumple un papel andlogo al de V'Si. Por supuesto, segin lo que Ketland
afirma, la formulacion correcta de V-In deberia incluir los recursos adicionales de
una teoria no logica H, tal que: Si = @, entonces H = Val(<®>).
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serian l6gicamente validas. Por lo tanto, ni la aritmética ni las reglas
de la validez pueden correctamente ser aplicadas junto con V-In (o
la de la correspondiente V'.Sy). Por eso, habria varios pasos incorrec-
tos en las derivaciones de V-Curry, producto de confundir asuntos
aritméticos y semanticos con asuntos lgicos.

Notese que no hay una analogia entre verdad y validez. Volviendo
a la segunda derivacién de V-Curry, recuérdese que en esta versién
tenemos una oracion que afirma de si misma que no es vélida. Esa
oracién se demuestra dentro de una teoria H. Esa teoria deberia ser
una teoria de la validez capaz de probar que hay una oracién que
afirma su invalidez. El punto senalado es que en V-Curry se estaria
demostrando una oracién que no es valida usando recursos de una
teoria que excede la validez 16gica. Por eso, que una teoria que use
mas recursos que los logicamente permitidos pruebe que una oracion
no afirma que ella no es valida no deberia sorprendernos. Esto no
es analogo al caso de la paradoja del mentiroso, en la cual nos esta
permitido usar mas recursos que los recursos logicos para generar la
oracién que produce la paradoja.

2.2. La validez 16gica puede capturarse en PA

Usando recursos de la lbgica clasica, si se quiere evitar la triviali-
dad, verdad no puede capturarse dentro de PA. Ketland prueba, en
cambio, que el predicado de validez l6gica puede capturarse en PA,
si la mencionada nocién es entendida de manera correcta. Habia-
mos visto diversas sospechas acerca de V'.S;. Sus aplicaciones en la
presunta paradoja de la validez excedian el alcance de los recursos
logicos. Recuérdese que los recursos usados en las pruebas de V-
Curry implican: logica clasica de primer orden, aritmética de Peano
formulada en primer orden y las reglas de la validez. Cook (2014)
describe las cuatro posibles opciones para la formulacion de la regla
de introduccién de la validez de la siguiente manera:

V. Sk Si k@, entonces Fy_j,, Val(<®>)
ySk+pa SiFripa @, entonces Fy_y, Val(<®>)
ySkr Si Fr+p @, entonces by, Val(<®>)
ySkHy+rd Si Friy+pa @, entonces Fp_j,, Val(<®>)

donde -y _1,; se interpreta como la nocion de consecuencia légica
en la 16gica de la validez; -7, como la nocién clasica de consecuencia
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logica para los lenguajes de primer orden; 74+ como la nocion de
consecuencia légica a la que se le agregan los recursos deductivos de
las reglas de la validez; F14+p4 como la nocién de consecuencia légica
a la que se le adicionan los recursos de la aritmética y, finalmente,
Fr+y+p4 como la nocion de consecuencia légica a la que se le suman
todos los recursos mencionados.

En este punto, Ketland defiende que sélo V'S! es admisible. El
cambio mas relevante es en el antecedente de la regla V'.S; que prohi-
be el uso de la aritmética o las reglas de validez en las subpruebas
que terminan con la aplicaciéon de V'S;. Sélo aquello que es probado
usando recursos logicos es declarado como vélido dentro de la logica
de la validez. Aquello que para ser probado requiere mas recursos
(las reglas de la validez y la aritmética) no puede ser estrictamente
declarado l6gicamente valido.

Ketland muestra que bajo esta formulacion de las reglas de la
validez ellas contintian valiendo en PA. Esto significa, sencillamente,
que la validez logica es expresable usando recursos aritméticos (a
diferencia de lo que sucede con el concepto de verdad). De hecho,
la teoria ampliada con las reglas (“correctas”) de la validez es una
extensiéon conservadora de PA. Para apreciar el punto, sea Lpy un
lenguaje de primer orden capaz de expresar las nociones de la aritmé-
tica. Sea Lpy+ el resultado de agregar a Lp, el predicado de validez.
Entonces sea PA la aritmética de Peano formulada en Lp4s con
induccién aplicable incluso a las formulas de Lp4+.

TEOREMA 1 (Cook 2014): PA™ es una extension conservadora res-
pecto de PA.

Su prueba es como sigue: Sea Val(x,y) = Bew@(x, y), esto es, un
predicado de Lp4+ que codifica de un modo natural en la aritmética
el conjunto recursivamente enumerable de argumentos légicamente
validos (incluyendo el caso limite de verdades logicas). Entonces es
sencillo mostrar que las reglas de Val reinterpretadas con Bewd(x,
y) extienden consistentemente a PA.

PA" = PAU{Bew@(<®>, <¥U>) — (& — ¥)}, donde “@” y
“U” estan en el lenguaje de PA. De lo que se sigue que VSFy V'S,
son interpretables en PAM.

[1]Si: ®Fpy ¥  entonces: @ FpyBewd(<P>, <U>)

Por eso: @ bp i Bewd(<®>,<U>)(ya que PA extiende PA)

y
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[2] Para cualquier @ y W:

@ Fpay Bewd(<®>, <U>) — (@ — U)

Por lo tanto, si VSlL+ V'Ss+ PA fueran inconsistentes, entonces PAM
seria inconsistente. PAM, sin embargo, es verdadera en el modelo
estaindar de PA. Por lo tanto, no puede ser inconsistente.

COROLARIO 1 (Ketland 2012):

Sean:

VSE: Si ¢ @, entonces v _tog Val(<®>), donde ¢y es la
nocidn cldsica de consecuencia

V.Ss: l_VfLog Val(<<1>>) — P
SMP: by_poe Val(<® — ¥>) = (Val(<®>) = Val(<¥>))

donde ¢y, es la nocién clasica de consecuencia y 1, la nocién
de consecuencia de la 16gica de la validez. Esto conduce a que:

VSlL UVSy USMP U PA es consistente.

La prueba simplemente es una consecuencia inmediata del teorema 1.

Recordemos que estos resultados se obtienen a partir del hecho
de que el conjunto de las verdades logicas (y razonamientos validos)
puede ser codificado en la aritmética de primer orden por medio
de un predicado de prueba. En este caso, puesto que las reglas de
la validez pueden agregarse de manera consistente a tal sistema, no
puede haber una paradoja de la validez (al menos si el funcionamiento
logico de esa nocidon estd dado por las mencionadas reglas). Y, debido
al resultado de completitud de la 16gica de primer orden que vincula
validez con prueba, no parece haber lugar para el surgimiento de
paradojas de la validez.

3. Paradojas de la validez con recursos logicos robustos

Los resultados desarrollados en el punto anterior son correctos. No
obstante, hemos visto que tanto Ketland como Cook extraen de ellos
una fuerte conclusion: que no hay una V-Curry. En este aparta-
do sostengo que para defender esa tesis hay que asumir, ademas,
otros resultados y supuestos que no estdn suficientemente justifica-
dos. Como hemos visto, un punto importante presente en las pruebas
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es la identificaciéon de validez con la nocién de derivacion usando sélo
recursos de la logica cldsica de primer orden. Esta identificacion, por
supuesto, estd correctamente apoyada en el resultado de completitud.
Asi, las reglas de la validez (originales), junto a la aritmética, serian
capaces de derivar una contradiceién a partir de la oracion V-Curry.
Pero eso no revela que hay una inconsistencia logica, ya que usando
s6lo recursos légicos seriamos incapaces de obtener tal contradiccion.
Admitiendo este punto, Murzi y Shapiro (en prensa) y Murzi (2014)
han explorado nociones de validez alternativas a la validez logica (por
ejemplo, preservacién de verdad en wvirtud del significado) conce-
diendo, al menos en parte, que la mencionada nocién légica puede
permanecer inmune a las paradojas. Considero que esta estrategia es
interesante. Sin embargo, creo que concede demasiado, ya que aban-
dona la posibilidad de hablar de una paradoja acerca de la validez
logica.

De acuerdo con mi punto de vista, la 16gica de orden superior
sugiere otro camino para el surgimiento de paradojas en lenguajes
semanticamente cerrados, pues, en este caso, debido a la falla de com-
pletitud, se “rompe” el vinculo entre prueba (proof-theoretical valid-
ity) y validez semantica (model-theoretical validity). Asi, sean Val,
(<...>)y Vals (<...>) predicados cuya interpretacién pretendida
es validez en sentido sintdctico y validez en sentido semdntico, res-
pectivamente. Es una consecuencia de los teoremas de incompletitud
que la nocion de validez de las teorias logicas de orden superior no
puede ser capturada por medio de un sistema de prueba.® Tomemos
el caso de los sistemas logicos de segundo orden. Aqui, el conjunto
de las verdades logicas de estos lenguajes interpretados con semantica
estdandar no es semirrecursivo. Por lo tanto, y a diferencia de lo que
ocurre en el caso de primer orden, no puede haber un sistema de-
ductivo efectivo y completo que pruebe todas las formulas validas de
un lenguaje de segundo orden. Este resultado abre la posibilidad de
encontrar nuevos riesgos, si tenemos el proyecto de capturar dentro
de un lenguaje con recursos de orden superior su propio predicado de

®En las logicas de orden superior con seméntica estandar (full semantics), en
cada modelo las variables de orden superior tienen un rango sobre el conjunto
potencia del dominio de discurso. Esto permite ganar capacidad expresiva respecto
de los sistemas de primer orden. Por supuesto, es conocido que hay modelos de estos
lenguajes (comtnmente conocidos como modelos de Henkin) en donde se restringen
esas asignaciones. Estas logicas son equivalentes a las 16gicas multivaluadas de primer
orden (many-sorted first-order logic) y se puede demostrar la existencia de un sistema
de prueba efectivo que capture el conjunto de las féormulas vilidas. Este resultado
se logra a costa de perder poder expresivo.
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validez semantica. Por eso, defiendo la idea segiin la cual la posicion
de Ketland-Cook asume una tesis demasiado conservadora acerca de
lo que es logica y lo que no. Roto el vinculo entre validez légica y
dertvabilidad en la légica cldsica de primer orden, la validez 16gica
resulta inexpresable en la aritmética. Tal resultado abre la posibilidad
de encontrar dificultades para el desarrollo de una l6gica de la validez
para lenguajes con recursos de orden superior.

3.1. Validez semantica, aritmética y trivialidad

TEOREMA 2: la aritmética no puede capturar el predicado de validez
semantica de la l6gica de segundo orden.

Esquema de la prueba: supongamos, como hemos dicho, que Valg
(<...>) es un predicado que captura la validez modelo-tedrica de
una teoria logica de segundo orden en PA%. Entonces, las reglas
para Valg (< ...>) deberian ser consistentes con PA2. Sin embargo,
tal cosa no es posible, pues sabemos que PA? da una descripcion
categorica del modelo estandar de la aritmética. Sea “N” ese modelo.
Sea “®” una féormula en el lenguaje de la aritmética que sdlo contiene
cuantificadores de primer orden. Recuérdese que PA> es finitamente
axiomatizable. Sea APA” la conjuncién finita de los axiomas de la
aritmética de segundo orden. Entonces,

N |E @ ssi Vals(< A PA? — ©>)

Pero, por el teorema de Tarski, esta equivalencia expresa una con-
dicién que no puede ser aritméticamente capturable. Por lo tanto,
validez légica de segundo orden tampoco puede serlo.

Esto significa que, a diferencia de lo que sucede con la nociéon de
validez para los lenguajes de primer orden, la aritmética no puede
capturar consistentemente la nociéon de validez semantica para los
lenguajes de orden superior. Por eso, la estrategia de Ketland que
muestra que hay una extensién conservativa de la aritmética capaz
de capturar la mencionada nocion no esta disponible para el presente
caso.

3.2. Hacia una V-Curry usando recursos de orden superior

Sea Lgp un lenguaje de segundo orden capaz de expresar las nociones
de la aritmética. Sea Lgp+ el resultado de agregarle a Lgp el predicado
de validez Vals(<...>). Finalmente sea H' la teoria de segundo
orden resultado de agregar a la logica de segundo orden las siguientes
reglas de la validez:
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i) VS1F: Sikg ® entonces by Valg(<®>)

i) VSsb: Sibp Vals(<®>) — @

Por supuesto, la idea es que estas reglas capturen la nocién de validez
de la 16gica de segundo orden. La siguiente demostracion revela que
tal suposicion genera una V-Curry. Ahora bien, es importante recor-
dar que, a diferencia de la aritmética de primer orden que contiene
una formulacion esquematica del principio de induccién matematica,
la aritmética de segundo orden es finitamente axiomatizable. Por la
conocida técnica de Ramsey, al usar recursos de orden superior, po-
demos capturar directamente las nociones aritméticas necesarias para
diagonalizar como parte de los recursos expresivos de la logica. Sea
APA? la conjuncién de los axiomas de PA%. Asi se obtiene en H'
una oracion K < Vals(<K A PA*>> — <1>).

TEOREMA 3: H' es inconsistente’

[1] KA PA? Premisa
2] K EN[2]
[3] APA? E A2
[4] K < Vals({K A PA?),(L)) Diagonalizacién
5] Vals(KAAPAZ), (1)) MPI]y 3
6 L Vs, - [106
Pero, por V'.S; F
(7] Vals((K ANAPA?), (L)) VS = [1]-[7]
B8 K MP1]-8]
[9] KA PA> IN[9] v [2]
[10] L V'Ss F [10]-[8]

En efecto, la prueba puede generalizarse. Y lo que ésta demuestra es
que el argumento con la conjuncién de los axiomas de APA? junto
a la oracion K como premisa, donde L es valido, significa que H' es
trivial.

"En Cook (2014) y Picollo (s.f.) hay estrategias de prueba similares para la
aritmética de Robinson (también finitamente axiomatizable).

Critica, vol. 46, no. 138 (diciembre 2014)



EXPRESABILIDAD, VALIDEZ Y RECURSOS LOGICOS 17

TEOREMA 4: sea H' una teoria resultado de extender una axiomati-
zacion de la logica de orden superior (LOS) con las siguientes reglas
de la validez:

i) VS F: Sikp @ entonces by Vals(<®>)

i) VS b b Vals(<®>) — @

Entonces, H' es inconsistente.

Las pruebas del primer apartado muestran cémo probar una incon-
sistencia en H' a partir de la generacion de una oraciéon K. Lo que
significa que no es posible capturar la nocién de validez semdntica
para la LOS en una H' que sélo agregue a la LOS las mencionadas
reglas de introduccién y de eliminacion de la validez.

Estos resultados son de vital relevancia para la admision de una
legitima paradoja de la validez para el caso de los lenguajes semanti-
camente cerrados de orden superior:

1. Muestran que el estatus no légico de la aritmética es irrelevante
en la derivacion de la paradoja.

2. Marcan una diferencia entre el caso de primer orden y el resto.
Recuérdese que el corolario 1 del teorema 1 ofrece una prueba
de consistencia relativa a la aritmética de primer orden de las
reglas de la validez. Sin embargo, el teorema 2 muestra que no
tenemos tal cosa cuando usamos recursos de orden superior.

3. Determinan que una teoria de la validez bajo la l6gica de orden
superior, esto es, una extensiéon de la mencionada légica junto a
las reglas de la validez, produce trivialidad. Es decir, a diferen-
cia del caso de primer orden, la validez no puede ser capturada
por medio de una teoria que extienda los recursos de orden
superior con reglas que intenten determinar el funcionamiento
de la mencionada nocion.

4. Concentran la discusién sobre el estatus légico de las reglas
de la validez. En la prueba del teorema 3, a diferencia de
lo que sucede con el caso de primer orden, introducimos el
predicado de validez en un contexto donde sélo se han usado
recursos logicos y las reglas de la validez. Por eso, para evaluar
el surgimiento de una paradoja, debe focalizarse en el estatus
logico de las mencionadas reglas.
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Estas conclusiones son suficientemente significativas y se les deben
destacar. El desarrollo de una teoria de la validez H' para lenguajes
semanticamente cerrados que contengan recursos légicos de orden su-
perior presenta un obstaculo insalvable, si esos recursos son clésicos.
Esto es, la version de

VSEV Si k. @, entonces v _tog Val(<®>)

resulta inaceptable para lenguajes con los mencionados recursos. Una
teoria de la validez H' que incluya recursos logicos de orden superior
y las versiones correspondientes de las reglas de la validez resulta
trivial, por lo cual, no parece haber una manera naive de capturar la
mencionada nocién que no genere una inconsistencia.

Sin embargo, queda abierta la discusion sobre el estatus logico
de las reglas de la validez. Para tal discusion es crucial considerar a
H' como una teoria que s6lo incluye recursos logicos. Por eso, las
reglas que presuntamente gobiernan el comportamiento inferencial
de la nocion de validez también deberian considerarse logicas. De
este modo, si resultara imposible bloquear la derivacion de V-Curry
en la logica de orden superior incrementada con las reglas corres-
pondientes de la validez, habria una legitima paradoja de la validez
logica. Es decir, dado que la validez no puede ser codificada en la
aritmética, y sblo podria serlo por medio de reglas primitivas como
VS1y VS, una légica de la validez que con las reglas de la validez
extendiera a la légica de orden superior resultaria inconsistente.® Si
las reglas de la validez fueran “légicamente validas”, y sus aplica-
ciones generaran trivialidad, habria lugar para la generacién de una
V-Curry. Por supuesto, esto atin no es suficiente para rechazar la
posicion de Ketland-Cook segiin la cual no hay una legitima paradoja
de la validez logica. Resta argumentar a favor de la validez de las
reglas de la validez.

3.3. La validez de las reglas de la validez

Es claro que para que las reglas de la validez puedan ser consideradas
logicamente validas hay que argumentar que la nocién de validez es
una nocion lgica. Si bien las mencionadas reglas son intuitivamente
validas en sentido semantico, o sea, V'S es transmisora de verdad y
V'Sy es siempre verdadera, esta informacion podria ser insuficiente
para establecer el caracter 16gico de la mencionada nocién. Con todo,

8 Usando la terminologia antes introducida tenemos que la LOS junto con V.Si*"
y V'Ss produce una teoria inconsistente.
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es preciso notar que cuando estamos trabajando en orden superior
(debido a la carencia de un resultado como el de Kreisel para los
lenguajes de primer orden que establece la equivalencia extensional
entre las nociones de validez intuitiva y de validez modelo-teérica),
la nombrada nocién intuitiva cobra una importancia especial. Asi,
tomemos, por ejemplo, la siguiente inferencia:

0 cumple la condicioén F'
1 cumple la condicion F

2 cumple la condicion F

n cumple la condicién F

Por lo tanto, todo niimero natural cumple la condicion F

donde 7 se aplica a cualquier expresién que denota un nimero natu-
ral. Es intuitivamente cierto que la oracién universal se sigue de la
totalidad de las oraciones particulares. Esto es, si todas las premisas
de esta regla son verdaderas, la conclusiéon debe serlo. Incluso, como
es bien conocido, esta inferencia la destaca el propio Tarski como caso
de validez logica (Tarski 1936), y parece claro que, si esta inferencia
infinitaria es intuitivamente vélida en el mismo sentido, las reglas de
la validez también deberian serlo en el mismo sentido.

Sin embargo, seria posible pensar que la preservacion de verdad
en sentido intuitivo no es suficiente para que una regla sea logica-
mente valida. Es decir, podria argumentarse que hace falta algo mds
para que las reglas de la validez sean consideradas logicas. Podria
sefialarse, por ejemplo, que hay inferencias transmisoras de verdad
que no son légicamente validas. En este sentido, la nocién misma de
validez podria no ser considerada una expresion logica y entonces,
aunque mostremos que teorias como H ' son inconsistentes en cuanto
teoria de la validez, esta inconsistencia no seria demostrada usando
s6lo recursos légicos. Esta parece ser la linea que Ketland y Cook
siguen para exportar los problemas fuera del ambito l6gico. Claro
que hay importantes matices que diferencian la actitud de ambos. En
el caso de Ketland, es evidente que él asume que validez no es una
nocion logica, quiza porque le parezca una posicion obvia de adoptar.
Probablemente, tal visién esté comprometida con la idea de que hay
caracteristicas constitutivas acerca de la naturaleza de las expresiones
logicas y que tal cosa nos permite trazar una clara demarcacion entre
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lo que es légico y lo que es extraldgico, colocando a validez en este
altimo grupo.

No obstante, considero que ambos aspectos (naturaleza y demar-
cacion de lo 16gico) estan sujetos a discusion, y no resulta facil dar
una caracterizacion precisa sobre lo que significa que una expresion
sea logica. En efecto, se puede mantener que hay una divisién entre
expresiones logicas y no logicas, sin defender la tesis seglin la cual
hay algo que esencialmente convierte en logica a una expresion. O
incluso se puede ir mas alla y dudar acerca de la posibilidad de trazar
una correcta demarcacion entre lo que es logico y lo que no lo es.
Tal demarcacion podria ser incluso vista como un seudoproblema
(Etchemendy 1990, Barwise y Feferman 1985, Gomez Torrente 2002,
Read 1994).” Todo criterio que se ofrezca podria estar fuera de lugar,
ya que estaria limitando la posibilidad del estudio de las inferencias
correctas de un nuevo campo de aplicacion. Por ello, y a diferencia
del tratamiento de Ketland, la cuestion dista de ser evidente. Y, cier-
tamente, también quiere decir que existe una dificultad inicial para
dar un argumento concluyente a favor de considerar la nocion de
validez como una nocién logica. Empero, intentaré dar plausibilidad
a tal decisién, descartando cada una de las potenciales razones en
contra de considerarla una razon logica.'’

Una primera objecién es la siguiente: las nociones logicas son in-
variantes, esto es, sus interpretaciones deben quedar fijas en todo
modelo admisible. Pero, parece evidente que la validez no posee esta
caracteristica. Tal como aparentemente sucede con otros predicados,
por ejemplo ser mayor que o ser un nimero natural, parece haber
reinterpretaciones posibles a Val(. .. ), que la convierten en un tipico
caso de expresién extraldgica. Sin embargo, considero que, aunque
las dudas en esta direccion sean atendibles, no es claro que exista

9 Gémez Torrente, al discutir los diferentes criterios de demarcacién entre lo
16gico y lo no logico, sostiene: “Me parece que una de las conclusiones filosoficas
que ha recibido fuerte apoyo a partir de la discusién precedente es que la mayoria (y
quizd todas) las concepciones filosoficamente sustantivas acerca del problema de las
constantes 16gicas pueden haber creado versiones insolubles del problema” (pp. 31—
32; la traduccidén es mia.)

1 Por supuesto, siempre sera posible adoptar una actitud conservadora y circuns-
cribir lo légico a los bordes de la logica clasica de primer orden. No obstante,
extensiones a esta teoria nos han permitido comprender mejor nuestro hablar acerca
de la vaguedad, el tiempo, y otros fenémenos que estdn mas alla de tales bordes.
Entonces, trazar un limite alrededor de esa logica quizd fuera una empresa ociosa.
Adoptar una posiciéon mas liberal pareciera ajustarse mejor con lo que constituye
la préctica de los logicos, lo que parece permitir una mejor comprensién de la
diversidad de las expresiones que pueden quedar con éxito bajo lo que es logico.
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un modo natural de establecer cudles son los modelos admisibles sin
presuponer ya una demarcacién. Piénsese en nociones como creencia
y conocimiento, necesidad y posibilidad, que pueden ser o no ser
consideradas 16gicas dependiendo de c6mo se estipulen los modelos
admisibles. Asi, una logica de la validez tanto como una logica de
la verdad parecen correr la misma suerte que una logica epistémica
o modal. Por supuesto, esto no significa mantener que no hay una
divisién entre expresiones logicas y no logicas. Simplemente, no es
claro que haya algo que impida esencialmente dejar fija la interpre-
tacion de tales nociones, haciendo que su comportamiento sea el de
una expresion logica. Esto es, no parece haber ninguna caracteristi-
ca intrinseca que permita establecer una tGnica y correcta division,
ya que se puede especificar la clase de los modelos admisibles de
diferentes maneras y, dependiendo de como se haga esto, se esta-
bleceran diferentes divisiones entre lo logico y lo extralogico. Claro
que para eso hay que definir una clase de interpretaciones admisibles
y, lo que es mas central atin, hay que preguntarse si hay buenas
razones para mantener fija la interpretacion de validez. De manera
general, estas razones usualmente estdn vinculadas a la necesidad de
mantener fija la interpretacion de una nocién para abrir un nuevo
rango de posibilidades en el estudio de las inferencias. En este pun-
to, hay razones expresivas relacionadas con la nocién de validez que
motivan el estudio de la correccion de las inferencias asociadas al
mencionado concepto. Es decir, cuando evaluamos sistemas logicos
afirmamos que:

Todos los teoremas de una logica son validos
o que:
Las féormulas de un lenguaje son validas o no lo son.

Y, en especial, cuando trabajamos con teorias l6gicas de orden supe-
rior, decimos que:

La totalidad de las férmulas vélidas no pueden ser axiomati-
zadas.

Tales generalizaciones, al igual que lo que ocurre con aquellas que
involucran el concepto de verdad, desempefian un papel expresivo
relevante en nuestras reflexiones acerca de la logica. Es evidente que
razonamos usando estos conceptos que permiten capturar informa-
ciéon que de otra forma no podria expresarse. Y podriamos estar
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interesados en saber si lo estamos haciendo correcta o incorrecta-
mente. El papel de la ldgica como reguladora de nuestras practicas
argumentativas resulta fundamental en este asunto. De esta manera,
podriamos estar interesados en desarrollar una légica acerca de la no-
ci6n de validez que delimite los principios inferencialmente correctos
vinculados a esta nocién, manteniendo fija la interpretacion de un
predicado Val(...) restringiendo los modelos admisibles.

Evidentemente podria insistirse en que, mas alla de si resulta o no
plausible restringir los modelos admisibles para fijar la interpretacion
de validez, lo l6gico requiere siempre neutralidad ontoldgica. Lo cual
quiere decir, entre otras cosas, no tener que incluir entidades especia-
les cuando evaluamos la admisibilidad de un potencial modelo. Esto
es, lo que seria constitutivo a una expresion logica es ser insensible
a las identidades particulares de objetos. Asi, tales nociones debe-
rian ser inmutables a cualquier permutacion arbitraria del dominio
de objetos. Su contenido deberia permanecer inalterado bajo toda
permutacién de los modelos que permita alterar las interpretaciones.
Mas aiin, las constantes logicas no deberian ser sensibles a la par-
ticular presencia de individuos en el dominio. Una ventaja de este
criterio, ademas, es que parece estar filos6ficamente bien motivado:
la invariabilidad bajo permutacion parece reflejar tanto la formalidad
de las nociones léogicas (Sher 1991), como su generalidad (Tarski
1986) y la neutralidad de la 16gica respecto de su tema. Las nociones
invariantes son formales y neutrales en el sentido de no depender de
la identidad o eleccién particular de los objetos de un dominio de
discurso. Este criterio también parece, al menos en un principio, exi-
toso para clasificar lo que intuitivamente parece légico y lo que no.!
De este modo, la objecion seria que validez no es una nocién légica,
ya que es un predicado que se aplica a objetos especificos: formulas
de un lenguaje. Su aplicacién requiere la existencia de férmulas como
objetos del dominio.

No obstante, es conocido que este criterio tiene inconvenientes
con diversas expresiones no extensionales. De nuevo, nociones como
necesidad, creencia o conocimiento son dependientes de dominios de
mundos posibles, estados epistémicos y sus relaciones de accesibili-
dad. Ellas son sensibles a dominios particulares de objetos. Dejarlas
fuera del ambito de lo l6gico no parece corresponderse con la practica
real de la disciplina. De acuerdo con este criterio, las logicas episté-

" Por ejemplo, los conectivos veritativo-funcionales y los cuantificadores de pri-
mer orden pasan esta prueba. Los nombres propios en general y predicados como
ser mortal y ser hombre son excluidos (lo cual parece intuitivamente apropiado).
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micas y modales no son logicas. Tampoco las temporales. Dudas si-
milares podrian plantearse con los cuantificadores de orden superior,
ya que en su semantica estandar comprometen también cierto tipo de
entidad especifica: los conjuntos. Asi, la interpretacion de los cuan-
tificadores de segundo orden no sdlo necesita especificar un dominio
de individuos sino el conjunto de los subconjuntos de los mismos,
sobre los cuales los cuantificadores tienen su alcance. Y otra vez,
las mismas consideraciones podrian hacerse con la nocién de validez
logica. Si bien es claro que ella es sensible a la existencia de objetos
particulares, dejarla fuera del ambito de lo l6gico por esta razéon nos
obliga a dejar también afuera otras nociones que por lo general son
consideradas como légicas. Incluso dentro de aquellos predicados
que presuntamente cumplen requisitos como el de identidad, hay
quienes han argumentado que podrian existir dudas razonables sobre
la presunta neutralidad. Por ejemplo, Varzi (2002) sostiene que si se
admiten modelos con objetos no idénticos a si mismos, la identidad
no deberia ser considerada una nocién logica.

Antes afirmé que Ketland asume que validez no es una nocién
logica. Pero Cook presenta una estrategia diferente. El y yo acepta-
mos que la l6gica es una disciplina formal, pero también defiende
que validez no es una nocioén formal (Cook 2014). Su argumento
requiere una respuesta si queremos tomar la decision de fijar los
modelos admisibles para que la interpretacion quede fija. De acuerdo
con Cook, la naturaleza formal de la validez requiere que instancias
de sustitucién uniforme de féormulas l6gicamente validas sean logica-
mente validas. Si la validez logica debe ser cerrada bajo el requisito
de sustitutividad, las reglas V'.S; y /'Sy deberian cumplir tal criterio.
Sin embargo, el siguiente argumento mostraria que no lo cumplen.

Sustitutividad 16gica:

Para toda formula ®;, @, expresion no logica W y expresion 3 del
mismo tipo que VU, si

D) - @y
es un argumento valido, entonces
0,[W/p] - 2[W/p]

es un argumento valido. Pero Cook argumenta que si asumiéramos
que V'S1 y V'Ss son reglas logicas, y se respetara la sustitutividad, se
pueden probar afirmaciones absurdas:
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Seudoteorema: Val(<®1> + n, <®y>+n) es una verdad logica.
Prueba:

D) - Dy
Ya que V'S; es valida, obtenemos:

FVal(<®,>, <Py>)

Pero nétese que la féormula anterior es de la forma

FVal(s(...s(0) ...), s(...(s(0)...)))

Y. por sustitutividad 16gica, remplazamos “0” por un n, tal que n:

s(s(s. .. (0)...)).
FVal(<®,> +n, <®y> + n)

Es decir, para un n arbitrario, obtenemos que son verdades lgicas
todas las instancias de

Val(<®1> + n, <®3> + n)

O sea, dado que validez es sensible al c6digo aritmético que se utilice
para representar las pruebas, de acuerdo con este criterio esta nocioén
parece no caer del lado de lo 16gico. Claro que lo anterior significaria
que las reglas de la validez no son legitimas reglas l6gicas.

Si bien es cierto que la nociéon de validez, al igual que las de
verdad y prueba, es dependiente del cddigo numérico, considero
que esta dependencia no impide trabajar dentro de una logica de la
validez. Simplemente, el precio a pagar es que hay que fijar el cédigo,
usando nombres con una interpretacién fija. Hay diversas maneras
de hacerlo. Una opcidén es que algunos de los miembros del dominio
funcionen como nombres l6gicos de las formulas del lenguaje. Por
ejemplo, David Ripley sigue esta opcion en su logica de la verdad
transparente (2012). Sus modelos incluyen un conjunto de nombres
canénicos para cada oracidon del lenguaje. Otra opcion es trabajar
directamente con modelos estandar (como lo hace Field (2008) en
su logica de la verdad transparente). Otros imponen restricciones a
las reglas del sistema de prueba. Por ejemplo, Kremer, quien trabaja
directamente con nombres (quotation names) con una interpretacion
fija impuesta con la siguiente regla del célculo de secuentes (1988,

pp. 256-259):
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Sl A’ B e Sent y A #Bv “A” — “B” }_ y }_ “A” # “B”

En todos los casos, se trata de mecanismos que evitan la sustitutivi-
dad en contextos afectados por el predicado de validez. Tal solucién
técnica evita las pruebas de los “seudoproblemas” a la Cook.

En sintesis, las reglas de la validez son transmisoras de verdad. Y
aunque puedan existir dudas razonables acerca de cémo producir un
tratamiento formal de un predicado de validez, esas dudas también
se extienden a otras nociones que razonablemente forman parte de
lo 16gico. Desde un punto de vista técnico podemos restringir los
modelos admisibles para fijar la interpretacion de cualquier predica-
do. Lo mismo podriamos hacer con los nombres para evitar fallas en
la sustitutividad. Y lo que es mas importante, saber qué inferencias
que usan el concepto de validez son correctas o cuéles no lo son
parece ser un motivo suficiente para iniciar una exploracion logica.
Sin embargo, a diferencia de lo que sucede en primer orden, no
tenemos un resultado de capturabilidad de validez en la aritmética
que asegure consistencia (y, por lo tanto, nos haga desconfiar de la
existencia de una legitima V-Curry). Mas atn, la nocién de validez
logica (semantica) para los lenguajes de orden superior es demasiado
compleja como para poder ser capturada dentro del propio lenguaje.
La suposicién contraria origina una V-Curry que trivializa la extension
de la LOS con las correspondientes reglas de la validez. Esto significa
que, a diferencia de lo que Cook y Ketland sostienen, el concepto
de validez es asimismo un concepto problematico: la idea de evitar
jerarquias, desarrollando una logica de la validez dentro del lenguaje,
también estd sujeta a problemas.

4. Revisando la logica a la luz de las paradojas

El hecho de que validez, al igual que verdad, sea un concepto que
necesita ser salvado de las paradojas, puede extenderse a otras teorias.
En este apartado voy a argumentar (i) que ciertos debilitamientos de
la légica clasica producidos con el objetivo de explicar el compor-
tamiento de la nocidon de verdad transparente podrian generar una
V-Curry, si se intentara a la vez capturar la nocion sintdctica de
validez y (ii) que la ampliacion de los recursos expresivos dentro de
un lenguaje que tratara de capturar la nocién de validez semantica
para la logica de la verdad transparente desarrollada por Hartry Field
también podria producir una V-Curry, ya que tal proyecto involucra-
ria tanto la utilizacién de recursos de orden superior como las reglas
de la validez en su formulacién modelo-teérica.
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Es bien conocido que, en afios recientes, diversos autores han
defendido la idea de revisar la logica clésica a la luz de las paradojas
semanticas. La propuesta es modificar la mencionada légica con el
propdsito de caracterizar todas las nociones semanticas, incluyendo la
nocion de verdad, sin que se genere trivialidad. Si prestamos atencion
al uso del predicado veritativo en los lenguajes naturales, los vinculos
entre aserci6n y verdad parecen indicar que la verdad deberia ser
transparente: lo que aceptamos es lo que tomamos como verdadero y
lo que rechazamos es lo que no lo es. Asi, por ejemplo, al aceptar que
la nieve es blanca nos vemos comprometidos con su verdad, y si lo
rechazaramos nos comprometeriamos a tomarlo como no verdadero.
Sea Tr(...) el predicado veritativo de un lenguaje, o una oracién y
<> un nombre para o. Técnicamente, la transparencia de la verdad
consiste en que para toda a, Tr(<a>) y « son intersustituibles en
todos los contextos no opacos. Asi, si

Fa—a

entonces, asumiendo que el condicional no genera contextos opacos
se sigue por transparencia que:

F Tr(<a>) = Tr(<a>)

Como he mencionado en el primer apartado de este trabajo, las modi-
ficaciones a la logica clasica, producto de intentar capturar la nocién
de verdad transparente, deberian involucrar cambios en las propieda-
des logicas de la negacién (intentando evitar las conocidas oraciones
mentirosas reforzadas) y del condicional (intentando evitar la para-
doja de Curry). Un punto a destacar es que, luego de muchos afios
de trabajo, sabemos que las modificaciones deberian ser importantes.
No es tan sblo que evitar las limitaciones expresivas producto del
teorema de Tarski supone apartarse “un poco” de la logica clasica.
En particular, Restall (2007) muestra que la reforma deberia ser dras-
tica para el caso de la paradoja de Curry tradicional. Reglas logicas
como el MP y el TD, que son basicas en la caracterizacion de los
condicionales, estan en el centro de la disputa. Dado el paralelismo
entre la paradoja de Curry tradicional y V-Curry, podemos extender
las ensefianzas de Restall a un lenguaje que pretendiera, modificando
sus propios recursos logicos, capturar su propia nocién de validez.
Sea H' una logica de la validez (con respecto a un lenguaje L que
incluye recursos autorreferenciales). Asumamos que H’ es una teoria
no clasica que incluye MP, SMP y TD, pero no otros principios
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inferenciales clasicos. Supongamos que el predicado Valg(<...>)
es capaz de capturar la nociéon de validez semantica en H'. Esto
significa que la teoria debe ser cerrada bajo las reglas naive de la
validez. En particular, las siguientes reglas de la validez deberian ser
logicamente validas:

VS k: Si k@, entonces by Vals(<®>)
VSs b Fa Vals(<®>) — @

donde la nocién g debe interpretarse como la nociéon de prueba
de una ldgica de la validez. Esto es, a diferencia de lo que sostienen
Ketland y Cook, los recursos logicos no son los de la logica clasica
de primer orden, sino los de una léogica revisada que permita sin
trivialidad capturar la nocion de validez. Por eso, nuevamente en la

“logica de la validez” H', VS| es VS{:+V+PA, es decir, los recursos
logicos de H' incluyen diagonalizar y las reglas de la validez.

TEOREMA 5: la logica revisada H' es inconsistente.

Esquema de la prueba: las versiones de V-Curry del primer apartado
muestran que tal 16gica resultaria trivial, de lo que se sigue que,
para evitar la trivialidad, validez para teorias légicas del tipo de H’
resulta una nocién inexpresable dentro de la teoria. Noétese, de paso,
que MP, SMP y TD son principios realmente muy basicos. Por lo
cual, los intentos de capturar validez revisando la l6gica deberian
explorar su abandono. Por supuesto, este camino tendria diversos
inconvenientes. Mas alld de la plausibilidad de una légica sin MP,
por ejemplo, quedaria atn la necesidad de explicar como compati-
bilizar tal abandono en una légica que pretende capturar a la vez
la nociones de verdad transparente y validez (entendida esta tltima
como transmisién de verdad). Transmision de verdad y MP parecen
ir de la mano. Recordemos que la version correspondiente de Seudo

Modus Ponens:
SMP H'F Vals(<®>, <U>) = (Vals(<®>) = Vals(<U>))

parece desempefiar un papel central en una logica que pretenda
capturar validez.

Ahora bien, mas alla de los principios inferenciales que deberia
evitar una logica de la validez para no producir el surgimiento de
inconsistencias, existe un segundo problema vinculado a la nocién de
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validez semantica que también podria provocar limitaciones expresi-
vas. Es comiin que una logica de la verdad, esto es, un intento de
revision de la 16gica clésica a la luz de las paradojas, por lo general sea
presentada semanticamente. Esto se debe, en parte, a que expresar
la transparencia de la verdad puede exceder en complejidad el marco
de las teorias de primer orden.

Sea L un lenguaje de primer orden con vocabulario aritmético y
N el modelo estandar de la aritmética. Sea L+ una extensién de L
que contiene un predicado veritativo 7r y un condicional especial
— cuyas leyes logicas seran establecidas por medio de una construc-
ci6n modelo-tedrica. El enfoque de Hartry Field (2008) acerca de la
nocion de verdad transparente ofrece una logica que permite definir
el conjunto de férmulas y razonamientos légicamente validos para el
lenguaje L+. Tal l6gica de la verdad transparente conserva las leyes
de la l6gica clasica para L y revisa las mismas para L+. De este modo,
se alteran las leyes logicas (no se aceptan el tercero excluido, la 7D
ni las leyes de absorcién, por ejemplo) para evitar paradojas dentro
de un lenguaje capaz de expresar sus propios recursos semanticos. En
esta teoria, para darle una valuacién a todas las féormulas de L+, se
combinan las técnicas kripkeanas que apelan a la idea de que la ver-
dad es un punto fijo, con la técnica utilizada por los defensores de la
teoria de la revision que posibilita interpretar el predicado veritativo
por medio de secuencias de revision. Hay diferencias, sin embargo,
con el enfoque de Gupta y Belnap (1993). En primer lugar, en vez
de utilizar secuencias de revision para interpretar el predicado veri-
tativo, Field las usa para asignar valuaciones al condicional especial
— (i.e., un condicional no clasico pero que cumpla principios l6gicos
razonables). En segundo lugar, las secuencias de revisién para esos
condicionales se construyen sobre la base de una semantica con tres
valores de verdad (1, %, 0) en lugar de dos.'? No se necesita entrar en
demasiados detalles técnicos para apreciar mi punto, sblo hace falta
recordar que la interpretacién de L+ en términos de un vocabulario
conjuntista se comporta clasicamente. En general, la idea en el enfo-
que de Field consiste en construir dos secuencias: una de valuaciones
para condicionales y una de puntos fijos para las demas expresiones
del lenguaje (incluyendo el predicado veritativo del propio lenguaje).
La primera secuencia parte de la valuacién que le asigna % a todos
los condicionales. La segunda parte del punto fijo minimo de Kripke.
Para obtener los restantes miembros de la secuencia de valuaciones

"2 Por razones técnicas, en Field 2008 se exploran también modelos que asignan
infinitos valores de verdad.
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para condicionales se aplica una regla de revision que le asigna el
valor 1 al condicional 4 — B si a partir de algiin punto de la secuen-
cia de puntos fijos el valor de A es menor o igual al de B. Por otra
parte, para obtener cada miembro de la secuencia de puntos fijos se
aplican las clausulas de K3 junto con el hecho de que el predicado
veritativo es transparente. Todo este proceso de revision de valores
de verdad a las formulas L+ se realiza dentro de una secuencia de
ordinales con objeto de asignar un valor de verdad estabilizado. De
tal manera, el valor dltimo de una féormula A perteneciente a L+
estd dado por el punto fijo kripkeano obtenido como consecuencia de
este proceso de revisién. El valor dltimo de A indica en qué valor
se estabiliza 4 en una secuencia de revision. A modo de ejemplo, la
oracion del mentiroso no genera inconsistencias, ya que adquiere el
valor % en el punto fijo minimo y mantiene ese valor a lo largo de
toda la secuencia de revisiones.

Un resultado importante vinculado a este enfoque, probado por
Field (2008), es la existencia de un ordinal aceptable que permita
generar las secuencias de revisién necesarias para las asignaciones
de valores semanticos a todas las oraciones del lenguaje. Es decir,
puede mostrarse que hay un ordinal A tal que para toda formula A
perteneciente al lenguaje que contiene su propio predicado de verdad,
en A a A se le asigna su valor de verdad tdltimo. Esto asegura tener
una definiciéon de validez semantica para un lenguaje que contenga
su propio predicado de verdad transparente:

= A: una formula A es semanticamente valida si y sdlo si A4
siempre adquiere valor 1 como valor dltimo.

I' = A: un razonamiento I' = A4 es seméanticamente valido si y
s6lo si siempre se preserva el valor 1 como valor dltimo desde

T'aA.

Otro aspecto relevante es que la teoria permite validar dentro de
L+ toda instancia del esquema T utilizando el condicional especial.
Claro que tal cosa puede hacerse debilitando las férmulas y razona-
mientos validos dentro de L+. Asi, queda determinado un sentido
interno de validez que permite explicar la interaccion del predicado
transparente de verdad junto con el comportamiento del condicional
especial. Entonces, como hemos dicho, no resulta valido el principio
de tercero excluido, falla el teorema de la deduccion y otras leyes del
condicional especial que evitan el surgimiento de paradojas. Todo este
“costo” se paga logrando presuntamente inmunidad a las venganzas.
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De acuerdo con Field, su enfoque permite describir la semantica de
lenguajes como L+ dentro de L+, sin que las nociones introducidas
a tales efectos generen nuevas inconsistencias. Mi punto es que tal
cosa no es asi con el concepto de validez semantica. Esto es, voy
a mostrar que, si se extienden los recursos al adoptar lenguajes de
orden superior con el propésito de capturar validez semantica dentro
del lenguaje, la teoria resultante no estaria libre de revancha. O sea,
una V-Curry surge inmediatamente dentro de la construccién, lo que
significa que tal concepto no puede ser expresado.

La construcciéon conjuntista con la que Field elabora su teoria
ofrece garantias de consistencia relativa. Es decir, si el concepto
de validez semdntica fuese inconsistente, tal inconsistencia deberia
“reflejarse externamente” dentro del lenguaje con recursos conjun-
tistas. Al igual que la construccién definida anteriormente, usando
el modelo estandar de la aritmética N como modelo de base para
L, Welch (2008) ha mostrado que la prueba de consistencia relativa
para la construccién metatedrica que permite capturar la extension
de las féormulas y razonamientos validos del lenguaje L+ (con verdad
transparente y el condicional de Field) requiere gran complejidad
aritmética: deberiamos expandir el lenguaje L+ en un lenguaje L++
con recursos de orden superior capaces de expresar formulas de com-
plejidad AL.'® Por supuesto, una consecuencia inmediata de este re-
sultado a partir del teorema de Tarski es que validez semantica no es
un concepto capturable dentro de PA: no puede haber un predicado
Vals(<...>) que exprese todas las formulas y razonamientos vali-
dos de acuerdo con la construccién modelo-tedrica de Field dentro de
PA. Otra consecuencia es que la complejidad expresiva del concepto
de validez semantica impide la utilizacion de sistemas completos.
En esta direccién, no resulta sorprendente que Welch (2008) haya
mostrado que el sistema de Field no es axiomatizable (corolario 2 en
Welch 2008). Este resultado se obtiene mostrando que el conjunto
de verdades dltimas es recursivamente isomdrfico al conjunto de
verdades estables en la teoria de la revision (usando secuencias de
revisiéon que comiencen con una hipdtesis nula como extensién para

"3 Recuérdese que la complejidad aritmética se “mide” por medio de los patrones
de cuantificaciones en sus formas prenexas. Asi, una formula ©{ es una formula
en su forma prenexa con sélo cuantificadores existenciales de segundo orden y una
formula IT' es una formula en su forma prenexa con solo cuantificadores universales
de segundo orden. Las A} incluyen ambos tipos de formulas y el subindice indica
el orden maximo de los cuantificadores.
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la verdad estable).!* Es bien conocido que este tiltimo conjunto no
es axiomatizable.

Ahora bien, como hemos visto, Field sostiene que su enfoque es
inmune a revanchas. Y, usando lenguajes de orden superior, Rayo y
Welch (2007) han argiiido que la nocion de tener valor dltimo 1 en
el mundo real no puede ser capturada dentro de la construccion. La
utilizacion de lenguajes de orden superior parece estar bien motivada.
A fin de cuentas, la construccion usada para definir la nocion de vali-
dez tiene un dominio de “tamafio” conjuntista, y es bien sabido que,
cuando se trabaja de esta manera, se necesitan garantias acerca de que
estas construcciones son capaces de capturar todas las interpretacio-
nes intuitivas del vocabulario no 16gico. ;Por qué deberiamos aceptar
que, si una férmula obtiene siempre verdad como valor dltimo en
estas estructuras, resulta entonces genuinamente valida? Recordemos
que el modo usual de garantizar un “puente” entre ambas nocio-
nes es el recurso a la Kreisel. Sin embargo, esta estrategia requiere
completitud. Y, como hemos visto, esto no es el caso. Por eso, la
idea de Rayo y Welch es que se puede usar un fragmento de la
teoria de segundo orden ZF? para caracterizar el universo real V de
“todos los conjuntos” usando cuantificaciéon plural. Entonces, ellos
muestran que la caracterizacion de la mencionada nocién semantica
conduciria a una inconsistencia, si el lenguaje en cuestién tuviera
suficientes recursos expresivos como para capturarla. Mi punto esta
directamente vinculado a este resultado: si utilizamos un lenguaje
L++ con recursos de orden superior capaces de capturar dentro del
lenguaje el concepto de validez semantica, la suposiciéon de que ese
concepto es parte de una teoria de orden superior H' junto con la
adopcion de las reglas de inferencia V.S y VSo conduce a una V-
Curry. Esto es, al igual que lo que sucede con las teorias de orden
superior, la tnica opcién de evitar la trivializacion es abandonar la
pretension de expresar validez dentro del lenguaje.

TEOREMA 6: una teoria de orden superior H' con recursos suficien-
tes como para capturar el concepto de validez de la construccién de
Field a través de las correspondientes reglas de la validez es inconsis-
tente.

Estrategia de la prueba: como hemos observado, en la estructura se
define validez como tener siempre valor 1 como valor d@ltimo. Sea

" Por lo general, esta “politica” de asignacién de extensiones en los ordinales
limite de las secuencias se conoce como estrategia de Herzberger.
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Vals(<...>) un predicado que intenta capturar esa nocién. Intuiti-
vamente, si el lenguaje fuera capaz de expresar esta nocion, aplicando
diagonalizacion seriamos capaces de generar una oracién V-Curry que
afirme de si misma:

Yo no tengo siempre el valor designado como valor Gltimo.

Es decir, una suerte de “revancha” por medio de una oraciéon que
afirma su propia invalidez. Formalmente, sea K una oracioén tal que

K & —Val(<K>)

ea una teoria de la validez que tiene recursos suficientes como

Sea H' t de la valid t ficient

para capturar la nocion de tener siempre el valor designado por medio
e las siguientes reglas:

de 1 t 1

1) VS = Sig @, entonces =g Valg(<P>)

11) V.Sy |=: ):H’ Vals(<<1>>) — @

El siguiente razonamiento se realiza dentro de H'. Se asume
Vals(<K>) y se obtiene por diagonalizacion, aplicacion de V'.Sy =
y MP que =Vals(<K>), esto es, que K no obtiene siempre el valor
designado como valor dltimo. De lo que se sigue =V als(<K>) por
la regla de introducciéon de la negacién. Pero, entonces, K se sigue
sin supuestos y debe, por lo tanto, ser semanticamente vélida. De
eso, por aplicacion de V'S; = tenemos que prueba Vals(<K>), es
decir, que K obtiene siempre el valor designado como valor dltimo.
Pero, entonces, se sigue que H' declara valida una oracioén justo en
el caso de que esa oracién no sea vélida. Es decir, hay una oracién K
que obtiene siempre el valor designado como valor Gltimo justo en el
caso en el cual no obtiene siempre ese valor.!?

No estoy argumentando que la teoria de Iield sea inconsistente,
sino simplemente que no es capaz de expresar internamente su pro-
pio concepto de validez bajo la suposicion de que este concepto se
represente con las reglas V'.S) |=y V'S; |=. Una manera alternativa de
sefialar el mismo punto es la siguiente: sea =p7 la nocion de validez
de la l6gica de Field. Entonces, si bien:

1> Obsérvese el estricto paralelismo que hay entre esta venganza y la primera de
las V-Curry desarrollada en el primer apartado.
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}:H, P (:)}:FT Vals(<®>)
no tenemos (por casos como K):
}:H, P (:)}:FT —Valsg(<P>)

Por eso, la oracién que afirma su propia invalidez genera una re-
vancha. Es claro, empero, que hay diversas opciones para evitar la
dificultad.

En primer lugar, podria objetarse que la anterior derivacién no
es aceptable en la logica revisionista de Field. En particular, la infe-
rencia que va desde Vals(<K>) hasta =V alg(<K>) podria resultar
inaceptable. Al mismo tiempo, el argumento asume que las formulas
o son validas o no lo son. Notese, sin embargo, que Field mismo
considera que la nocion de validez deberia tener un comportamiento
clasico en este sentido (Field 2008, p. 307). La idea es que las leyes de
la 16gica clasica pueden continuar valiendo en contextos restringidos,
y, de acuerdo con Field, nuestras reflexiones acerca de la validez
logica deberian formar parte de estos contextos. A fin de cuentas,
qué querria decir que hay contextos paracompletos vinculados con
la validez, esto es, contextos en donde una férmula no es valida ni
invalida. Por eso, parece adecuado usar recursos clasicos de orden
superior para capturar validez semdntica de una ldgica revisionista.
Por supuesto, mi argumento podria ser una razén para considerar
la posibilidad de desarrollar un concepto de validez revisionista no
clasico. Al fin y al cabo, el concepto de validez semantica de una
légica no clasica de la verdad podria también ser no clasico. Claro, el
paso no es tan sencillo, ya que estamos usando recursos de la teoria de
conjuntos de orden superior para caracterizar la mencionada nocion.
Por tanto, adoptar un concepto no clasico de validez requeriria un
cambio en el modo de actuar al construir las secuencias de revision
y los puntos fijos (estructuras que utilizan matematica clasica).'®

En segundo lugar, podria dudarse de la estrategia de incluir re-
cursos de orden superior para expresar validez real. Esta ha sido la
reaccién de Iield a la objecion de Rayo y Welch y podria ser una
alternativa de bloqueo a esta V-Curry. Asi, las definiciones:

16 Nétese, no obstante, que los enfoques mas conocidos que proponen cambiar la
logica para explicar el funcionamiento del predicado veritativo aceptan de manera
irrestricta que dada una formula 4, o bien A4 es vilida o bien no lo es. Tanto K3,
como LP, STy otras l6gicas, no contemplan la posibilidad de que una féormula no
sea valida ni invalida: esto es, si validez fuera un concepto expresable dentro del
lenguaje, no serfa una opcidén que las predicaciones de validez adquieran un valor de
verdad intermedio.
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= A: una formula A es seménticamente valida si y s6lo si A
siempre adquiere valor 1 como valor dltimo.

I’ = A: un razonamiento I' = A4 es seménticamente valido si y
solo si siempre se preserva el valor 1 como valor altimo desde

I'a A.

estarian dadas desde el metalenguaje sin que ellas sean reflejadas den-
tro del lenguaje. Sin embargo, no resulta claro por qué seria plausible
tal asimetria entre la verdad transparente y la validez semantica, ni
tampoco en qué sentido el lenguaje en el que se expresa la construc-
cién resulta semanticamente autosuficiente. Otra opcién podria ser
no aceptar alguno de los pasos de la anterior prueba informal.

Una opcién mas podria ser considerar que validez no es “realmen-
te” preservacion de valor designado como valor altimo. De hecho,
Field parece favorecer esta opcién por otras razones, considerando
validez intuitiva como un concepto vinculado a la racionalidad de los
agentes epidémicos y no a la idea de transmision de verdad. Empero,
resulta extrafio que finalmente la nocion de verdad transparente no
desempefie papel alguno en la validez de los argumentos.

Por dltimo, otra opcién podria ser “recortar” el conjunto de las for-
mulas validas restaurando la completitud. Por ejemplo, Field (2008)
replica:

Podria ser mejor adoptar un enfoque segiin el cual, dada una semantica
formal, lo que se valida excede a la nocion de “validez real”: que las
genuinas formulas 16gicamente validas son algiin subconjunto efectiva-
mente generable de estas inferencias que preservan 1 en la semaéntica
formal dada. Si se adopta este punto de vista, entonces habria sin duda
alguna arbitrariedad en la eleccion acerca de cual subconjunto efecti-
vamente generable se eligiria, pero esto parece perfectamente aceptable
a menos que se quiera poner grandes exigencias (y pienso que esta
opcion no es razonable) sobre la significacion de la distincion entre
aquellas inferencias que son logicamente validas y aquellas que no lo
son. (p. 277; la traduccion es mia.)

Sin embargo, de hecho su teoria define un concepto de validez que
no es axiomatizable y el intento de capturarlo genera una inconsis-
tencia. Podemos limitar las capacidades expresivas para restaurar la
consistencia, pero el movimiento no deberia pasar desapercibido.

5. Las paradojas de la validez

En este trabajo he intentado mostrar que hay legitimas paradojas
de la validez. El punto clave ha sido prestar atencién a los recursos
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logicos disponibles en la derivacion de trivialidad. Tanto las logicas
de orden superior como las de la verdad nos ofrecen recursos para
considerar a las reglas de introduccién y eliminacion de la validez
como parte de los recursos logicos. En todos estos casos, la nocion

de validez no puede ser capturada en la aritmética. Esta es una
diferencia esencial con el caso sefialado por Ketland y Cook. Por
eso, contrapuesto al caso de primer orden, en la logica de orden
superior puede formularse una V-Curry que usando recursos logicos
produce trivialidad. En términos de recursos expresivos esto significa
que validez no puede ser expresada en cada una de esas teorias.
De manera andloga, si extendiéramos los recursos expresivos de las
denominadas 16gicas de la verdad transparente con medios suficientes
como para expresar validez, el resultado seria que si tal captura se
hiciera por medio de las mencionadas reglas de la validez, también
surgiria una V-Curry. Es decir, validez tampoco puede ser expresada
consistentemente dentro de la teoria.'’?
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