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RESUMEN: La discusion sobre pureza del método suele enfatizar el estudio de demos-
traciones particulares de la practica matematica. Una critica a esta posicion cuestiona
el valor de la pureza al afirmar que el “progreso matematico” depende esencialmente
del empleo de métodos impuros. Este articulo muestra que una perspectiva mas ho-
listica, centrada en cémo las demandas de pureza pueden operar en la construccion
de teorias auténomas, permite identificar un contexto donde la pureza del método
adquiere valor en la practica matematica. En particular, se muestra la relevancia
de tales demandas en el caso de las teorias algebraicas de nimeros de Kronecker y

Dedekind.
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SUMMARY: The discussion of purity of method usually emphasizes the study of
particular proofs of mathematical practice. A critique of this position questions the
value of purity by claiming that “mathematical progress” depends essentially on the
use of impure methods. This article shows that a more holistic perspective, focusing
on how purity claims can operate in the construction of autonomous theories, allows
us to identify a context where purity of method acquires value in mathematical
practice. In particular, the relevance of such demands is shown in the case of
Kronecker’s and Dedekind’s algebraic number theories.

KEY WORDS: autonomous theories, mathematical progress, holistic conception of
the purity of the method, arithmetization, pure mathematics

El siglo XIX atestigua una explosién demogrifica en el mapa de las
disciplinas matematicas: las geometrias no euclidianas, la topologia, la
teoria de nimeros, la teoria de conjuntos, son sblo algunos ejemplos
de este fendmeno. Una caracteristica observable de estos procesos de
formacion y consolidaciéon de nuevas disciplinas matematicas consiste
en la alternancia entre un periodo de expansién de nuevos resultados
y uno de unificacion disciplinar. El primero se caracteriza por em-
plear una pluralidad de métodos provenientes de diversos ambitos;
el segundo se caracteriza por la construccion de teorias, consolidando
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asi el estatus de “disciplina auténoma” mediante una reconfiguracion
interna y proyeccién de nuevos problemas y futuras investigaciones.

Mario Pieri describe de esta manera el “movimiento reciente” (de-
cimondnico) de las matematicas (1901, p. 369). Mas exactamente,
clasifica los periodos de expansiéon como un “progreso extensivo”, en
el que se obtienen “nuevas verdades que aumentan el dominio de tal
o cual ciencia y abren nuevas ramas del conocimiento”. El periodo
de unificacion es clasificado por Pieri como un “progreso intensivo”,
el cual es “resultado de una revolucion interior en los hechos [faits]
ya adquiridos, a raiz de la cual aparecen en un aspecto nuevo e
imprevisto, [...], de la que nacen los criterios y los esquemas de
clasificacion™.! En palabras modernas, el desarrollo “intensivo” con-
cierne a la investigacién en fundamentos, a partir de una acumulacién
previa de resultados, métodos, conjeturas, etc., es decir, a partir de
lo que Corry denomina un “cuerpo de conocimiento” (2004, pp. 3 y
ss). Por su parte, el desarrollo “extensivo” consiste en una amplia-
cién del cuerpo de conocimiento, el cual no supone por si mismo la
construcciéon de nuevas teorias.

La actual discusion sobre pureza del método parece estar enmar-
cada dentro del “progreso extensivo”. En efecto, esta es usualmente
caracterizada con relacion a las demostraciones o soluciones particula-
res en la que tales métodos son empleados: una demostracion es pura
cuando los recursos empleados en ella son “intrinsecos” al contenido
del teorema (v.g. Detlefsen 2008, Detlefsen y Arana 2011, Arana
2008, 2014, 2017, 2022, Arana y Mancosu 2012, Baldwin 2013). En
este sentido, se trata de una nocién local de pureza, pues la misma
concierne a la clasificacién de demostraciones particulares. Esta con-
cepcién se enfrenta a las dudas de Kreisel (1980, p. 167) y Cellucci
(2017, p. 299), de acuerdo con las cuales la pluralidad de métodos
(el empleo de métodos impuros) parece ser clave para la obtencion
de nuevos resultados y, con ello, para el “progreso” en matematicas
(¢fr. Hilbert 1898/1899, p. 236). Ejemplos elocuentes son el empleo
de métodos analiticos en teoria de ndmeros (v.g. la funciéon ¢ de
Riemann), o el empleo del dlgebra en geometria (geometria analitica
y algebraica).

Una caracteristica saliente de las practicas de formacion de teorias
en la matematica moderna atafie a la seleccion de sus métodos. Segiin
Ferreiros, el objetivo es “seleccionar los métodos que se consideren
mas apropiados y pertinentes para un contenido [subject matter]
determinado”, a efectos de reelaborar sistematicamente un cuerpo de

1 . .
Todas las traducciones son mias.
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conocimiento para desarrollarlo de acuerdo con ese enfoque (2015,
p- 32). Esta observacién permite conectar la pureza del método con
la formacion de teorias: cuando la seleccién de los métodos esta
restringida por su fidelidad al contenido de la teoria, lo que tenemos
es una restriccién purista. Asi pues, la perspectiva sobre la pureza
del método que explora este articulo es mas holistica que la usual,
pues atafie a las teorias mismas a las que tal o cual demostracion
“pertenece”.

En este articulo argumento que la cuestion de la “adecuacion” o
“pureza” del método en la teoria algebraica de ntimeros de Kronecker
y Dedekind estuvo estrechamente relacionada con sus programas arit-
metizadores, al tiempo que también responde a una preocupacion
por construir teorfas que unificaran, en una teoria, la pluralidad de
métodos algebraicos y analiticos tipico del desarrollo extensivo de
la teoria de las Disquisitiones Arithmeticae de Gauss (Goldstein y
Schappacher 2007a y b).2 Esto muestra que las dudas de Kreisel y
Cellucci consideran periodos de desarrollo extensivo, pero son com-
patibles con el interés por la pureza dentro del progreso intensivo.
Resulta interesante destacar que tanto Kronecker como Dedekind
hayan estado comprometidos con la pureza del método, pues ellos
representan uno de los grandes antagonismos metodoldgicos en las
matemaéticas del siglo XIX: ambos compartieron la preocupacién por
ofrecer una fundamentacién “puramente aritmética” de la matema-
tica pura, y entendieron que tal tarea suponia asumir una demanda
purista para alcanzar sus respectivos objetivos aritmetizadores. Sin
embargo, su discrepancia sobre el significado de “aritmético” afectd
su clasificacion de los métodos “adecuados” (puros) para sus proyec-
tos aritmetizadores.

El articulo se organiza de la siguiente manera: la seccién 1 resume
esquematicamente la expansion de la teoria de ntimeros de las Disqui-
sitiones, gracias al empleo de una pluralidad de métodos “impuros”.
También explica la relacién entre construcciéon de teorias y pureza
del método, y se distinguen dos “imagenes de las matematicas” que
conceptualizan de forma distinta la unidad disciplinar (la imagen
“organica” y la imagen “arquitectdnica”). La seccion 2 aborda el caso
de Kronecker, mientras que la seccion 3 aborda el caso de Dedekind.
Finalmente, en la seccion 4 reconsidero brevemente la mencionada
critica de Kreisel y Cellucci.

% La importancia de las contribuciones de Kronecker y Dedekind en teoria alge-
braica de niimeros representan un punto de inflexion en el desarrollo decimondnico
de la disciplina. Tal como sostiene Hilbert, ellos (junto con Kummer) proveyeron la
“teoria actual” (1897, p. VIII).
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1. Expansion y construccion de teorias en la teoria de nimeros
decimondnica

Las Disquisitiones de Gauss tuvieron la pretension de elevar la teoria
de los nimeros (“aritmética superior”) a un verdadero sistema, una
ciencia rigurosa y bien ordenada que se ocupa esencialmente de la
teoria de las congruencias y las formas (fundamentalmente cuadrati-
cas binarias). En otras palabras, Gauss pretendia hacer de la teoria de
ntmeros una disciplina auténoma. Esto se aprecia ya en el “Prefacio”
de la obra, donde Gauss se encarga de diferenciar la aritmética supe-
rior de la “aritmética elemental” y del analisis. Sin embargo, durante
los siguientes cincuenta aflos la teoria de las Disquisitiones sufrid
una expansiéon considerable en cuanto a resultados y métodos que, a
juicio de Hilbert, representd un periodo de avance “erratico”, hasta
que Kronecker y Dedekind organizaron la disciplina en torno a lo que
hoy denominamos “teoria algebraica de ntimeros”, convirtiendo esta
altima en la “esencia” de la teoria de ntmeros (1897, p. IX). Esta
expansion procedié bajo la constante de una pluralidad de métodos
que vincularon la aritmética superior con el dlgebra y el anilisis su-
perior (complejo). En su monografia sobre las leyes de reciprocidad
—una cuestion sefia de identidad de las Disquisitiones y la teoria de
nimeros—, Kummer sintetiza esta expansioén del siguiente modo:

[las leyes de reciprocidad] abren el camino para posteriores y mas
profundas investigaciones aritméticas. [éstas] son de gran importancia
para la teoria de ntmeros, pero han adquirido una importancia aun
mayor en el desarrollo histérico de esta disciplina matematica, ya que
las demostraciones de las mismas, [...], han tenido que ser extraidas
cast siempre de dreas nuevas, hasta ahora inexploradas, que se han
abierto asi a la ciencia. (1859, p. 19; las cursivas son mias.)>

La pluralidad metodolégica de las demostraciones de las leyes de
reciprocidad es explicada por Kummer como el producto de que
las mismas hayan tenido que “ser extraidas casi siempre de areas
nuevas”. Esta pluralidad reviste dos caracteristicas importantes para
este trabajo: por un lado, ocurre en un contexto de “progreso exten-
sivo”; por otro lado, representa una suerte de hegemonia de métodos
impuros. Esta pluralidad, entonces, consiste en emplear conceptos y
técnicas pertenecientes a distintas areas matematicas, reconocidas por
los matematicos de la época como “ajenas” o “distantes” entre si.*

 Cfr. p. 24 de la misma obra.
p
* Testimonios de este reconocimiento pueden consultarse, por ejemplo, en el
“Prefacio” y art. 335 de las Disquisitiones de Gauss, asi como en su carta a Bessel
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La demostracion de Dirichlet del teorema sobre la infinitud de
ntmeros primos de la forma a + n-b con a y b primos entre si
(1837), es un ejemplo clasico de la pluralidad metodolégica sefialada.
El punto es que el empleo de ciertas funciones del analisis (llamadas
series-L) se presentaba como indispensable; luego, un resultado sobre
nimeros finitos sbélo podia obtenerse mediante un rodeo a través
del calculo infinitesimal, pues la infinitud de los primos quedaba
demostrada por el cardcter arménico del logaritmo de ciertas series-
L, cuando la parte real de su variable s > 1 tiende a 1, a la vez que
la serie no converge a 0 cuando s = 1. La demostracion en Dirichlet
(1837) era completa s6lo en el caso en que b es un primo; para probar
el caso general Dirichlet tuvo que asumir su féormula del nimero de
clases, que demostrd en un articulo de 1839-1840 (1840).> Esto es
notable, pues agrega otra conexién entre analisis y teoria de nlimeros:
este resultado estd fundamentalmente ligado a la teoria del género
principal de formas cuadraticas (binarias) con discriminante negativo
y, con ello, a un teorema capital para la disciplina: el teorema de
reciprocidad cuadrdtica.’ Asi, un resultado sobre ntimeros primos
dependia de un “fenémeno analitico”: los ceros de ciertas funciones.
Dirichlet era consciente de la impureza de su demostracion, pues
esta “no es puramente aritmética, sino que se basa en parte en
la consideraciéon de cantidades que varian continuamente” (1837,
p. 316). No obstante, Dirichlet creia que un “estudio profundo del
analisis matematico permite descubrir relaciones ocultas entre lo que
parecen ser cuestiones completamente dispares” (1840, p. 536).

Este desarrollo extensivo generd dudas sobre la unidad disciplinar
de la aritmética superior. A este respecto, Goldstein y Schappacher
afirman que en este periodo de recepcién de las Disquisitiones, no
encontramos aqui una disciplina en torno a la teoria de ndmeros,
pues la

[...] (meta)estabilidad de las practicas no estaba garantizada por nin-
guna unicidad de propésito o de concepto (los matematicos individuales

del 18 de diciembre de 1811 (Gauss 1917, p. 366, Gauss 1831, pp. 170-171, Gauss
1849, p. 114, Gauss 1818, p. 496), asi como su comentario en el prefacio a Ei-
senstein (1847, pp. III-1V). Véanse también Dirichlet 1837 (p. 316), Dirichlet 1838
(p- 360), Dirichlet 1842 (p. 536), asi como el comentario de Kummer (1860, p. 327)
sobre la unidad de las matematicas en Dirichlet. Jacobi 1891 (p. 375), Eisenstein
1845 (pp. 121, 127-128), Eisenstein 1844 (pp. 223, 245), Eisenstein 1975 (p. 793).
Finalmente, véase ademas Kronecker 1857 (p. 181).

® Davenport 2013, pp. 1 y ss.

® Véanse Lemmermeyer 2007 y 2013.
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podian tener sus propias prioridades, mezclar de forma diferente los
recursos disponibles, o despreciar algunos de ellos), ni por una fusién
en un dominio [“disciplina” en Goldstein y Schappacher (2007a, p. 54)]
mds amplio, sino por una circulacién constante de una rama a otra, un
reciclaje de resultados e innovaciones. (2007a, p. 58; las cursivas son
mias.)

Los autores prefieren hablar de “campo de investigacién” [research
field] en vez de “disciplina” (“dominio” en la cita) para caracterizar
este desarrollo expansivo. De acuerdo con ellos, la distinciéon entre
“campo de investigacion” y “disciplina” radica en que lo primero
describe la actividad de los involucrados a partir de aspectos “so-
cioldgicos” o “externos” (Goldstein y Schappacher 2007a, p. 52),°
mientras que lo segundo involucra aspectos “internos”, o un “siste-
ma de actividades académicas orientado a objetos” —i.e., orientado a
contenidos conceptuales, métodos demostrativos, tipos de sistemati-
zacion y valores comunes abocados a la evaluacién de esos resultados
(2007a, p. 54, y n. 184)—. Este periodo de expansion a partir de las
Disquisitiones cae bajo la categoria de “campo” debido a que buena
parte de la unidad descansa sobre elementos externos, como la co-
municacién entre matematicos, ya sea a través de cartas, o articulos
(2007a, p. 52). En este contexto, la unidad obedecia a una red de
interconexiones entre los participantes del campo, aun cuando estos
podian tener “sus propias prioridades, mezclar de forma diferente
los recursos disponibles, o despreciar algunos de ellos”. Lo que no
encontramos aqui es una “unicidad de propésito o de concepto” pro-
pio de una disciplina, esto es, la fusién en un “dominio” conceptual,
técnico, etc. (2007a, p. 54, y n. 184).8

Los autores denominan “analisis aritmético algebraico” a este cam-
po de investigacién; en la terminologia de Corry diriamos: los tres
cuerpos de conocimiento (analisis, aritmética y algebra) interactiian
entre si (2004). Distinguir entre “campo de investigacion” y “disci-
plina” puede resultar conceptualmente huidizo, pero el punto radica
en cémo se entiende la “unidad”, “ligazén” o “asociacién” de esa
multiplicidad de practicas y cuerpos de conocimiento. La unidad
“interna” puede ponerse de manifiesto (o bien elaborarse) por medio
de una sistematizacion total, —i.e., por medio de la construccion
de una teoria (Ferreirds 2016, p. 197)—. A tales efectos, tendriamos

" Los autores remiten al concepto de “campo” en Bourdieu 2002 (especialmente
pp- 115-116).

8 Cfr. el modelo de formacion de disciplinas en tres etapas de Guntau y Laitko

(1987).
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que “congelar” una préctica en un cuerpo de teorias fijo, y asi re-
elaborar esos cuerpos teéricos unificando conceptos y métodos. Es
en ese “congelamiento” donde delimitamos el contenido (o tdpico)
de la disciplina a ser sistematizada, seleccionando los conceptos que
son importantes en su rol unificador (v.g. cuerpo numérico) y, acerca
de los cuales trata la teoria. De este modo, un incentivo para la
construccion de teorias consiste en ofrecer un marco conceptual que
unifique, en una disciplina, una multiplicidad preexistente de prac-
ticas matematicas cuya ligazon es opaca, conjetural o de un caracter
fundamentalmente “externo”. El tipo de unificacién conceptual que,
seglin se vera luego, motiva las demandas de pureza metodolégica, se
adecua mas a la unidad “interna” de una disciplina que a la unidad
“externa” de un campo. El caso es que la emergencia de la teoria
algebraica de niimeros como una disciplina auténoma dentro de las
matematicas se adapta bastante bien a esta descripcion. Esta idea
de “autonomia” de una teorfa serda muy importante en las proximas
secciones, pues esta caracteristica estd fuertemente ligada a la pureza
del método, tal como se observara en las secciones 2 y 3. En efecto,
el surgimiento de la teoria algebraica de ntimeros como disciplina
auténoma estuvo vinculado a las demandas puristas de Kronecker y
Dedekind.’

El interés por la conexidén entre cuestiones “completamente dispa-
res” (Dirichlet 1842, p. 536) estimulé muchas reflexiones sobre los
fundamentos de las matematicas. En efecto, parece natural pensar
que la preocupacién por la unidad disciplinar motivé una investiga-
cién intensiva, que reorganice el campo en una disciplina. Este interés
era tipico de la Alemania decimonénica, aunque su cristalizacién en
objetivos matematicos concretos no ocurrié de modo univoco. Aqui
cabe distinguir tres planos: por un lado, una suerte de “imagen” —en
el sentido de Corry (2004)— de la unidad disciplinar que ofrece una
guia “estructural” acerca de la unidad de una disciplina particular,
o de las matematicas en su conjunto; en segundo lugar, una de-
manda metodolégica que orienta la actividad sistematizadora, y que
puede ser o no un reflejo de esa imagen. Aqui se pueden localizar
las demandas de pureza. Finalmente, un programa cuyas consignas
operacionalizan esas demandas transformandolas en objetivos mate-
maticos, v.g. en un programa aritmetizador. En las secciones 2 y 3

9 . . . .
Naturalmente, esto no impide que ocurran diversos desarrollos extensivos a

partir de una sistematizacion. La teoria de cuerpos de clases es un ejemplo de

desarrollo extensivo en teoria algebraica de ntimeros a partir de la sistematizacion de

Hilbert (1897).
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desarrollaré estos planos en Kronecker y Dedekind, pero antes de
finalizar esta seccion conviene introducir algunas generalidades sobre
ellos. Respecto del primero, cabe discriminar entre dos tendencias re-
levantes: una orientada hacia una imagen “organica” y otra orientada
hacia una imagen “arquitecténica”.

De acuerdo con la imagen “organica” las matematicas se presentan
como un organismo vivo cuyas partes estan holisticamente interco-
nectadas, y donde la pluralidad de métodos resulta natural.'’ Las
teorias que reflejan esta condicion se parecen, a decir de Kummer,
mas a un “sistema del universo” [ein dem Weltsysteme dhnlichere]
que a un mero ordenamiento 16gico lineal, cuya tarea serd, “yendo
mas alla de la mera justificacion de las verdades matematicas, dar
un conocimiento completo de las relaciones esenciales de las mismas
entre si”."12 Ademas de Kummer, otros representantes ilustres de
esta tendencia son Dirichlet, Cantor, Klein, Riemann eventualmente
y, como se verd en la proxima seccién, también Kronecker.!

De acuerdo con la imagen “arquitecténica”, por otra parte, las
matematicas son un sistema tedrico (o una coleccion de ellos), los
cuales se organizan de forma analoga a un edificio construido a partir
de una cimentacién sdlida. Esta tendencia destaca la homogeneidad
del método y la organizaciéon de las teorias como un sistema logico.
Tal como cabe esperar, una teoria construida fielmente a esta imagen
prioriza el orden 16gico en el desarrollo de la misma, siendo la idea de
sistema axiomatico formal una realizacion sumamente sofisticada de
esta imagen. Aqui encontramos, por ejemplo, a Gauss, Martin Ohm,
Karl Weierstrass, Hilbert y, como se vera en la seccion 3, también a
Dedekind.'* El punto es que ambas tendencias permiten ofrecer, en

"“En cuanto a lo especificamente estructural, este tipo de teorias se asemejan a
una “red”. Véase a este respecto Rescher 2003, pp. 118 y ss.

! Véase Kummer 1975, p. 697. He traducido el plural Weltsysteme por el singular
“sistema del universo” para conservar la concordancia de niimero que se aprecia en
el contexto. La cita también es recogida en Goldstein y Schappacher 2007a (p. 18,
n. 55), donde los autores traducen de forma similar.

12 Esta concepcion “organica” de las matematicas en Kummer puede ser explicada
como resultado de la influencia de Hegel (atestiguada por Kronecker en Boniface y
Schappacher 2001, p. 233). Esta metéafora seria adoptada por Hegel gracias a la
influencia de Wilhelm Schlegel, quien en su Vorlesungen iiber Enzyklopiidie de
1803, compara la imagen organica con la imagen arquitecténica y una metafora
“cartogrifica”, dandole prioridad a la primera (véase Stichweh 1984, p. 13).

13 Véase Dirichlet 1842 (p. 536), Cantor 1883 (§5) y Klein 2016 (p. 2), asi como
Klein 1979 (pp. 3-5). Respecto de Riemann, véase la seccion 3.

Véase Von Waltershausen 1856 (p. 97) (¢fr. Goldstein y Schappacher 2007a,
p- 17), Ohm 1842 (pp. III-1V), Weierstrass 1924 (asi como Dugac 1973, §3.3,
Apéndices 1 y II) y Hilbert 1970.
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términos generales, una manera de entender la unidad de la teoria de
nimeros (y de las matematicas).'> En rigor, la imagen organica ofrece
una idea mas natural de la unidad que la imagen arquitectdnica;
ésta conduce a pensar que cada edificio tedrico es auténomo de los
demas; luego, esta imagen favorece la “especializacion” disciplinar y
la des-unién de las matematicas. Resulta notable, sin embargo, que
un partidario de esta metafora como Hilbert, haya tenido una seria
preocupacién por la unidad orgdnica de las matematicas.'®

Estas consideraciones tienen un correlato en el segundo plano: la
imagen organica parece ser mas “fiel” a la pluralidad metodolégica
y, por lo tanto, mantiene a priori una relacién mas intrincada con la
pureza del método.'” Esto no ocurre con la imagen arquitecténica; en
efecto, resulta bastante natural asociarla con una unidad disciplinar
basada en la pureza metodolégica: la seleccion de los métodos apunta
a no introducir ningiin contenido conceptual que “deforme” los ci-
mientos, pues, de ocurrir, no podria afirmarse que la teoria unifica
por medio de la autonomia. Sin embargo, la seleccién de esa base no
puede sostenerse en ausencia de un cierto preconcepto —basado o no
en argumentos convincentes— de lo que es “intrinseco” o “ajeno” a
la pretendida disciplina. Alternativamente, podria pensarse que una
teorizacion se propone ella misma como una suerte de argumento en
favor de la autonomia disciplinar. Es esto lo que podemos apreciar
en Kronecker y Dedekind, como se vera mas adelante.

Ninguno de los anteriores planos arroja un programa matematico
concreto, pues se trata de planos muy “filoséficos”. Es aqui donde po-
demos conectar las demandas de pureza con los programas de aritme-
tizacion, pues aun tratdndose de programas “filosdficos”, admiten una
lectura més directa en términos de objetivos matematicos. Dirichlet,
por ejemplo, habria sido partidario de que cualquier resultado del al-
gebra o del analisis, por complejo o aparentemente remoto que fuera,
podia reformularse puramente como un teorema sobre los niimeros

15 Agradezco a José Ferreirés llamarme la atencion sobre estas tendencias en una
comunicacion personal.

16 Los altimos tres parrafos de su célebre Problemas de las matemdticas (Hilbert
1902) ponen de manifiesto la profunda preocupacién de Hilbert sobre la dispersion
de las matemdticas. Resulta significativo que Hilbert se refiera a la unidad de
las mateméticas en términos orgdnicos: “[l]a ciencia matematica es [...] un todo
indivisible, un organismo cuya vitalidad estd condicionada a la conexién de sus
partes” (1902, p. 478). Cfr. Weyl 1944, p. 617. Noétese que la “vitalidad” a la que
Hilbert hace referencia depende del desarrollo extensivo de las matematicas.

" Digo “intricada” y no “ausente” debido a que Kummer destacaba la importancia
de la pureza metodologica en la actividad sistematizadora. Véase Kummer 1839,

p. 103.
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naturales (la fuente aqui es Dedekind 1888, p. 338). Esta enunciacion
vaga necesita, para traducirse en un programa matematico, conside-
rar si por “ntmero” y “aritmético”, por ejemplo, se entiende a los
naturales o los enteros algebraicos. Este es su aspecto conceptual. Al
mismo tiempo, también necesita determinar los resultados que al ser
obtenidos marcarian el éxito del programa; por ejemplo, definir los
ntmeros reales a partir de los racionales, o demostrar el teorema del
punto de acumulacion, sin recurrir a nociones geométricas. Este es un
aspecto mas “doctrinal”. Un punto importante de las proximas sec-
ciones consiste en que los programas de aritmetizacion de Kronecker
y Dedekind operacionalizan demandas de pureza, las cuales se di-
ferencian sustantivamente con arreglo a lo que ambos matematicos
entendian por “aritmético”. En otras palabras, difieren en relacion
con el contenido de la teoria de niimeros.

2. Kronecker: de la imagen orgdnica a la pureza del método

Kronecker adhirié e incluso radicaliz6 la imagen organica de las
matematicas. Sin embargo, cuando consideramos su proyecto sobre
fundamentos de las matematicas, el cual impulsé la creacion de su
“Aritmética General” [Allgemeine Arithmetik], podemos apreciar la
entrada en escena de la imagen arquitectonica. Es aqui donde en-
contramos su demanda purista; por altimo, también puede afirmarse
que su programa aritmetizador la operacionaliza, aunque no seria
correcto identificar una cosa con la otra. Estos tres puntos son los
que se desarrollan en esta seccion. Buena parte de la doctrina purista
de Kronecker fue formulada en el articulo “Sobre el concepto de ni-
mero”, publicado en la revista de Crelle en 1887 (Kronecker 1887b)
y, sobre todo, en el Gltimo curso que Kronecker impartié en Berlin
durante el semestre de verano de 1891. Me apoyaré sustantivamente
en este Gltimo texto publicado en Boniface y Schappacher 2001.

A efectos de desarrollar los tres puntos debemos considerar cuatro
tesis que Kronecker expone en su curso de 1891.

Tesis primera: la disciplina [Disziplin] matematica no tole-
ra la sistematizacion (Boniface y Schappacher 2001, p. 232).

Tesis segunda: las matematicas son una ciencia natural

(Boniface y Schappacher 2001, p. 232).'8

Tesis tercera: a la hora de investigar los conceptos bésicos
de las matematicas [i.e., sus fundamentos|, las distintas

8 Cfr. Kronecker 1901 (p. 65).
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disciplinas matematicas deben separarse entre si de la for-
ma mas estricta posible (Boniface y Schappacher 2001,
p. 233).

Tesis cuarta: a efectos de investigar en los conceptos ba-
sicos hay que utilizar el método propio de cada disciplina
para definirlos y, ademads, consultar todo el rico conteni-
do de la ciencia para aclararlos. Porque un constructor
sensato, cuando tiene que poner unos cimientos, primero
se informard cuidadosamente sobre el edificio al que va
a servir de base. Ademas, es una insensatez cerrarse a
la conviceidn de que cuanto mas rico es el desarrollo de
una ciencia, surge la necesidad de cambiar los conceptos
y principios en los que se basa (Boniface y Schappacher

2001, p. 233).

Sobre la base de la tesis tercera, la tesis cuarta introduce explicita-
mente una demanda de pureza del método; por otra parte, la tesis
primera manifiesta el compromiso de Kronecker con la imagen or-
ganica de las mateméticas. Por dltimo, la tesis segunda introduce
el corazon de la epistemologia de Kronecker. Notese que las tesis
primera y tercera parecen contradecirse, pero se verd que este no es
el caso. Por otra parte, la tesis segunda contribuye en dos sentidos:
afecta la manera en que se construyen las teorias matematicas, a la vez
que funge de peldaifio para la tesis tercera, debido a que la separacién
“estricta” entre disciplinas supone aislar un “fenémeno” (Kronecker
se concentra en el fendmeno aritmético). En lo que resta de esta
seccién se explica cada tesis destacando como las mismas apoyan los
tres puntos introducidos al principio de la seccion.

Tesis primera. Kronecker consideraba que la expansién de la teo-
ria de las Disquisitiones involucrd un transito entre distintos cuerpos
teoricos (la aritmética, el dlgebra y el anlisis), los cuales caracteriza
como conceptualmente distintos (ajenos entre si), pero heuristicamen-
te relacionados.'” En referencia al “Prefacio” de las Disquisitiones,
Kronecker observa que Gauss se precipité al querer delimitar el con-
tenido de la teoria de niimeros a los enteros, pues la “delimitacion
del campo de una ciencia no se puede dar bien en absoluto, mientras
se desarrolle cada vez mas, y con ello amplie organicamente [orga-
nisch] su campo” (1901, p. 2). Asi pues, la delimitacién estricta de la

19 Véanse Kronecker 1882 (pp. 245-246), y Kronecker 1897 (pp. 3-11, 181, 213).
Véanse también las primeras secciones de Kronecker 1901, asi como las observa-
ciones de Hensel en el Vorwort a Kronecker 1901 (pp. VII-VIII), y Goldstein y
Schappacher 2007a (§3.4)
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teoria de ntmeros con el dlgebra y el analisis resulta imposible (1901,
p- 3), por lo que sblo en “cada caso individual, el sentido matema-
tico del tacto debe decidir si el asunto en cuestion debe asignarse
a la aritmética, al algebra o al analisis” (1901, p. 5). Esta posicién
queda expresada de modo general en la tesis primera: la naturaleza
organica de las matematicas es en si misma contraria a la sistema-
tizacion; metaforicamente hablando, sistematizar es como “disecar”
el organismo vivo. Por lo tanto, la actividad sistematizadora —tesis
tercera y cuarta— no es un reflejo fiel de la actividad expansiva de
las matematicas, aunque esto no la hace desdefiable.

Tesis segunda. Esta tesis expresa la perspectiva epistemologica de
Kronecker, e indujo su concepcion sobre los fundamentos de las
matematicas. Hay dos puntos que conviene destacar sobre ella: por
un lado, Kronecker sostiene, inspirado en el fisico Kirchhoff, que las
definiciones de los conceptos basicos no son posibles porque “cada
definicion utiliza sus propios conceptos, que a su vez tienen que
ser definidos, etc.” (Boniface y Schappacher 2001, p. 225). En lugar
de definiciones, Kronecker apunta a los “fendmenos” matematicos,
siendo en tal sentido que las matematicas son una ciencia natural.
Por otro lado, y debido a lo anterior, Kronecker sostiene también
que “los matemaéticos ‘descubren’ resultados a través de métodos que
‘inventan’ para ello” (Boniface y Schappacher 2001, pp. 232-233).
Asi, la libertad del matematico radicaria en la inventiva metodolégica,
no en la inventiva conceptual, como afirmaban Dedekind y Cantor,
por ejemplo.?’ Sobre esto iltimo volveré mas adelante.

La precision de las definiciones, entonces, nunca es alcanzada mas
que de forma aproximada debido a la naturaleza organica de las
matematicas (tesis primera); pero tampoco parece aceptable la eluci-
dacién como alternativa, pues Kronecker se oponia especialmente a
“los que quieren construir nuestro conocimiento sobre bases logico-
filosoficas imprecisas” (Boniface y Schappacher 2001, p. 226).2! Asi
pues, la estructura de las teorias inducida por las tesis primera y
segunda contrasta con las teorias de Dedekind, pues el punto de par-

2 Vgase el prologo de Dedekind 1888. Respecto de Cantor, véase Cantor 1883.

'La elucidacion fue una alternativa que siguié Frege en su fundamentacion
logicista de la aritmética, la cual se inserta dentro de lo que habitualmente se
denomina la “tesis conceptual” del logicismo. Sobre el papel de las elucidaciones
en el proyecto logicista de Frege puede consultarse Beaney 2006. Sobre la eventual
presencia de las elucidaciones en otro proyecto logicista de la época, el de Dedekind,
puede consultarse Ferreiros y Lassalle-Casanave 2022 (§4). Para una discusion general
sobre las elucidaciones en matematicas, véase Seoane 2017.
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tida no radica en las definiciones ni en las elucidaciones.?? En lugar
de definiciones, Kirchhoff y Kronecker situaron los fenémenos dados
en la experiencia en el centro de los fundamentos de las ciencias
naturales y matematicas. Adicionalmente, estos estan abiertos a la
modificacion en el curso del desarrollo de la disciplina.

Por lo tanto, la aritmética general de Kronecker también tiene su
objeto dado en la experiencia. Ahora bien, esta teoria no pretende
unificar todas las matematicas, sino Gnicamente aquella parte que
se desarrolla a partir del concepto basico (“fenémeno”) de nime-
ro, la cual excluye la geometria y la mecanica. Esta divisién intra-
matemética era muy extendida entre los matematicos germano par-
lantes; una idea semejante aparece claramente formulada por Gauss
en una carta a Bessel del 9 de abril de 1830 (Gray y Fauvel 1987,
p. 499). Segin Gauss, las matematicas se dividen en dos catego-
rias: las “puras” (aritmética, algebra, analisis) cuyos conceptos tienen
origen Gnicamente en el pensamiento y, las “mixtas” (geometria, as-
tronomia, mecdnica) cuyos conceptos tienen —en parte al menos—
origen en la experiencia. La distincion es, entonces, netamente epis-
temolégica.”® Kronecker también discrimina la matematica pura de
las “ciencias especiales”, como las llama, pero no con base en la
fuente epistemolégica, sino por el tipo de experiencia: la de contar;
pues en ella “[...] no aparecen ni el tiempo ni el espacio” (Boniface
y Schappacher 2001, p. 227). El concepto de nimero dado en la
experiencia de contar es el de nimero natural y, por lo tanto, es el
concepto basico de la matematica pura, cuya esencia, entonces, es la
aritmética.”*

2 Respecto a este contraste con Dedekind, Ferreirds y Lassalle-Casanave (2022)
han sugerido —contra Klev (2011, 2018)— que la construccion de teorias en Dede-
kind estaba influida por una concepcion wolffiana-kantiana de la estructura de las
teorfas. De acuerdo con esta, las teorias parten de definiciones, preponderantemente
genéticas, a partir de las cuales se deducen inmediatamente (se “construyen”, en el
caso de Kant) los axiomas o postulados (para una discusion en profundidad sobre
esto, véase Lassalle Casanave 2019).

 Para un desarrollo de esta division y su influencia, véase Ferreirés 2007b. Las
expresiones “pura” y “mixta” también eran empleadas con objetivos clasificatorios en
el “arbol” de Diderot y d’Alembert de la Encyclopédie, la cual también se organiza
con arreglo a los origenes epistemologicos (“facultades”) de las ciencias. Sin embargo,
debe apreciarse una diferencia importante respecto al esquema de Gauss: el arbol de
Diderot y d’Alembert incluye dentro de las disciplinas “puras” a la geometria, tanto
la “elemental” (que incluye a la arquitectura militar), como a la “trascendente” (i.e.,
el estudio de las curvas).

' Para mas detalles sobre la definicién de nimero de Kronecker puede consultarse

Boniface 2005.
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Tesis tercera. El desarrollo organico de las matematicas no habilita
una separacién estricta entre subdisciplinas; sin embargo, la siste-
matizaciéon involucra una separacion tal entre disciplinas. Luego, la
actividad matematica no es siempre del mismo tipo; Kronecker es
explicito al respecto cuando afirma:

No soy de la opinion de que la mezcla de disciplinas, incluso en sus
expresiones [i.e., notacién], sea peligrosa; solo creo que, al tratar los
conceptos basicos [i.e., en las sistematizaciones]|, es absolutamente nece-
saria una separacion. [ ... ]| [pues] si se quiere, por ejemplo, interpretar
el concepto de ntimero, hay que concebirlo en el sentido mas estricto,
es decir, como un namero [natural] y, no se puede afiadir lo que no
estd originalmente contenido en él. Por supuesto, no se puede fijar
el concepto de forma inequivoca [i.e., definirlos|, ya que no existe un
concepto inequivoco en el sentido matematico, pero la ambigiiedad debe
ser la menor posible. (Boniface y Schappacher 2001, p. 231; las cursivas
son mias.)

Kronecker es claro aqui: la pluralidad (“mezcla”) de cuerpos tedricos
(v sus “notaciones”) es legitimo dentro de un desarrollo extensivo,
pero las cosas son distintas cuando se trata de indagar en los con-
ceptos basicos. Aqui la separacion entre disciplinas matematicas es
importante; en efecto, esta actividad requiere tomar en sentido es-
tricto los conceptos fundamentales y, con ello, delimitar con cierta
artificialidad cuerpos de conocimientos. Luego, si este concepto es el
de ntimero, entonces hay que concebirlo en el sentido “mas estricto”
(es decir, como niimero natural), y esto tiene consecuencias metodo-
logicas: no se puede afiadir lo que no estd originalmente contenido
en él. Es aqui donde adquiere su lugar la tesis cuarta.

Tesis cuarta. En el contexto de la investigacion en fundamentos,
Kronecker se compromete con la idea de que las disciplinas ma-
tematicas tienen un “método propio”. Aqui podemos identificar la
introduccion de una demanda de pureza del método, en la medida
en que se destaca el aspecto especificamente metodoldgico. Natural-
mente, tal cosa presupone la necesidad de una separacion “estricta”
de las disciplinas matematicas (tesis tercera).”® La demanda purista
kroneckeriana consiste pues, en tomar los conceptos bésicos en su
sentido mas estricto, y reorganizar el cuerpo de conocimiento em-
pleando recursos metodoldgicos que no agreguen nada a esos con-
ceptos. Por lo tanto, la libertad metodoldgica observada en la tesis
segunda queda restringida por una demanda purista en la tesis cuarta.

25 - . P Lo
”Muy sugerente es que aqui Kronecker invoque la metafora arquitecténica.
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Sintetizando las observaciones vertidas anteriormente, podemos
discriminar dos grandes tipos de practica matematica segin las tesis
primera y tercera (la extensiva y la intensiva). Este era el primer
punto sefialado al comienzo de la seccién. Asi mismo, el campo de
investigacién que Kronecker pretende fundamentar, las matematicas
“puras”, tiene como concepto fundamental al de ntmero natural,
el cual emerge a partir de la experiencia de contar y no supone
nociones asociadas al espacio o el tiempo (tesis segunda). Gracias a
la tesis cuarta Kroneckler introduce su demanda purista, de acuerdo
con la cual la investigaciéon sobre el concepto de ntimero natural
no debe introducir recursos metodoldgicos que lo extienda (aunque
la extension a los ntmeros racionales estd permitida debido a que
admite una reduccion a los naturales).

Antes de considerar la definicién kroneckeriana de “dominio de ra-
cionalidad” (cuerpo), hay que considerar la relaciéon entre la demanda
de pureza y el programa aritmetizador de Kronecker. Lo primero es
mas general que lo segundo, pues no se restringe a la matematica
“pura”, pero lo segundo operacionaliza lo primero. La quintaesencia
del programa de Kronecker se encuentra en una carta a Cantor del
28 de agosto de 1884.20 Alli, Kronecker sintetiza su punto de vista
del siguiente modo: toda la matemdtica pura podria basarse en la
aritmética de los ndmeros naturales sin introducir procesos o con-
juntos infinitos. En virtud de lo anterior, resulta sencillo entender
la perspectiva aritmetizadora de Kronecker a la luz de su deman-
da de pureza: el “fenémeno” del que se ocupa la matematica pura
es el del nimero natural; el mismo no depende de nociones como
“movimiento” o “tiempo” y, por lo tanto, este tipo de nociones que-
dan excluidas en virtud de la demanda purista. Por otra parte, este
concepto de nGmero es finito, por lo que las totalidades infinitas
también quedan excluidas por razones puristas. Luego, el programa
aritmetizador de Kronecker operacionaliza su demanda purista pero
no se identifica con ella. Por dltimo, esta demanda purista también
restringe fuertemente la libertad para introducir nuevos conceptos:
estos deben estar “bien justificados” y, en todo caso, deben ser re-
ducidos al minimo. En definitiva, tal cosa, y lo mismo vale para los
métodos demostrativos, estard regulada por la restriccion purista.

La unificacién de la matematica pura es interpretada por Kro-
necker como la tarea matematica de construir una #nica teoria (la
“Aritmética General”). Esta teoria abarcaria la teoria algebraica de

% T.a misma estd incluida en Cantor 1991, p. 196 (una traduccién al castellano se

encuentra en Cantor 2006, pp. 232-233).
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ntmeros |algebraischen Gréssen] y las funciones racionales, asi como
el andlisis y, en caso de éxito, esta seria auténoma de la geometria y
la mecéanica (Kronecker 1901, p. 5). La pregunta, entonces, es: jqué
métodos o conceptos y por qué? Su método se basa grosso modo en
la adjuncion de “indeterminadas” y la reduccién de los polinomios
obtenidos con respecto a los sistemas de modulos. Estos “modulos”
(o “divisores”) forman el corazon algebraico de su teoria de niimeros,
cuyo rol es andlogo a los “ideales” de Dedekind. Tal metodologia, se
verd, estd justificada por su demanda purista. Dada la complejidad
técnica de los métodos de Kronecker, me voy a remitir al punto
central de la cuestién:?" las congruencias (y los polinomios) no intro-
ducen, segtin Kronecker, nada ajeno al concepto de ntimero natural.
Tanto el llamado “método de coeficientes indeterminados”, como los
conceptos de “divisor”, “sistema de moddulos”, “dominio de racio-
nalidad” y *“magnitud algebraica” son legitimos en tanto satisfacen
su demanda purista, a la vez que permiten alcanzar también a las
funciones racionales. En lo que sigue mencionaré rapidamente los
recursos metodologicos mencionados, pero destacaré el concepto de
“dominio de racionalidad”.

Kronecker se consideraba un fiel seguidor de la metodologia de
las congruencias e “indeterminadas” de Gauss, y en su conferencia
“Ueber den Zahlbegriff” las considera como un recurso metodolégico
puro.

Con la introduccién sistematica de las “indeterminaciones”, que se re-
monta a Gauss, la teoria especial de los ntimeros enteros se ha ampliado
a la teoria aritmética general de los polinomios en indeterminadas con
coeficientes enteros. Esta teoria general permite evitar todos los con-
ceptos ajenos [fremden Begriffe] a la aritmética propiamente dicha, el
de nimero negativo, el de nimero fraccionario, el de nimero real y
el de nimero imaginario algebraico. El concepto de niimero negativo
puede evitarse cuando se sustituye en las férmulas el factor —1 por
la indeterminacion x, y el signo de igualdad por el signo gaussiano
de congruencia. Asi, la ecuacion 7 —9 = 3 — 5 se transformara en la
congruencia 7+ 9x = 3 + 5x(modx + 1). (1887b, p. 260; las cursivas son
mias.)

El punto aqui es que el método de congruencias permite extender la
aritmética de los ntimeros naturales sin extender el concepto de ntime-
ro natural, —t.e., evitando “todos los conceptos ajenos” a la aritmé-
tica propiamente dicha—. Luego, este método es puro. Sin embargo,

" Una formulacién accesible al lector contempordneo de la teorfa de Kronecker
puede consultarse en Edwards 2013.
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para que semejante extension metodologica sea técnicamente posible,
debemos referirnos y operar aritméticamente con polinomios y con-
gruencias, a las que Kronecker denominaba genéricamente “formas”.
Para introducir las “fracciones”, los niimeros negativos, e incluso los
reales e imaginarios algebraicos, lo que tenemos que hacer es definir
una clase de equivalencia de polinomios, y, de esa manera, la cues-
tidn técnica central consiste en determinar un proceso “algoritmico”
que nos diga si un polinomio pertenece o no a esa clase de equiva-
lencia.?® Mas exactamente: dos polinomios 4 y A’ son equivalentes
modulo My, Ms, ..., M, si existe Cy,Co,...,C,y D1,Do,...,D,, tal
que A+ Z CM,; = A+ Z DiMi.Zg

Volviendo al ejemplo de Kronecker en la cita, la introduccion de
los enteros negativos no requiere que multipliquemos un namero
positivo por —1, como ocurre con —2 en el polinomio constante
7 — 9. En efecto, Kronecker sefiala que podemos sustituir —1 por x
para formar 7+ 9x (este es nuestro A); para ello, tomamos el médulo
x+1, que serd responsable de introducir —1 como una solucién en la
ecuacion final, y dos nimeros C; y D;, tales como 8 y 3, por ejemplo.
Posteriormente, tenemos que hallar un polinomio congruente con
7+9x+8 (modx+1); sea este 3+ 5x, como en la cita (este es nuestro
A’). Ahora podemos formar 7 +9x + 8 = 3 + 5x + 3(modx + 1). En
esta congruencia no figura —1, pero cuando pasamos a la ecuacion
(7T+9x+8)(x+1) = (3+5x+3)(x+ 1), vemos que x = —1 es una

[ [}

solucion para la misma (la otra es x = _i) Nétese que “="y

no significan exactamente lo mismo, aunque ambas son relaciones de
equivalencia (Boniface y Schappacher 2001, pp. 252-253). Dado que
la equivalencia médulo My, My, ..., M, es consistente con la adicion
y la multiplicacion, las clases de equivalencia se pueden sumar y
multiplicar.® Estas clases de equivalencia forman un semianillo de

% Véase Kronecker 1887a.

% A partir de esto también podemos definir equivalencia entre sistemas de mé-
dulos. Véanse Kronecker 1887a, p. 151, y Kronecker 1886. La generalizacion del
método de Gauss ocurre cuando pasamos a considerar sistemas de mddulos: “el
tratamiento aritmético de las magnitudes algebraicas conduce inevitablemente a la
ampliacion del concepto gaussiano de congruencia de forma que también se admitan
‘sistemas de modulos’” (Kronecker 1887a, p. 211).

30 : Lo . :
Le., si se suman o multiplican cosas equivalentes, los resultados son equi-

valentes. En efecto, si fijamos M; = x + 1, por ejemplo, entonces las ecuacio-
nes de tipo A4 + > Ci(x +1) = A" + > Di(x + 1) tendra siempre x = —1
como una de sus soluciones. Asi mismo, por medio de un sistema de mddulos
My, Ma,...,M, = (x+1)1, (x+2)s,...(x+m), con m entero positivo, las ecuaciones

de tipo A+ > CiM; = A" + >~ D; M, tienen una solucién x = —i para cada médulo
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polinomios, pues la sustraccién no siempre es posible.*! Por dltimo,
vemos que incluso en este punto elemental, la existencia del “algo-
ritmo” resulta técnicamente fundamental para la demanda purista
kroneckeriana.

Resta considerar, entonces, como el concepto de “dominio de
racionalidad” [Rationalitcit-Bereich] hace lo propio, al tiempo que
amplia el alcance matematico de la misma. Kronecker definié este
concepto a partir de un ntimero finito de magnitudes fijas no racio-
nales %, R, R”, ..., y consideré que el dominio de racionalidad era el

conjunto de todas las funciones racionales (v.g. ‘j;‘ig) de estas magni-

tudes con coeficientes enteros, denotandolo por (R, R, R”,...).>? Un
dominio de racionalidad no es, pues, otra cosa que un cuerpo. Esta
definicion destaca ademads, que un cuerpo consiste fundamentalmente
en extensiones de @, siguiendo asi el método de adjuncién introdu-
cido por Galois para la resolubilidad de las ecuaciones algebraicas
(Kronecker 1882, §§1-3). En palabras actuales, la definicion destaca
un cuerpo como una extension finita y normal de Q y, en tal sentido,
se trata de una nocién operacional de cuerpo numérico.

Allende Q, los dominios de racionalidad kroneckerianos estan ar-
bitrariamente delimitados en virtud de la eleccion de los elementos
a incluir por adjuncién (Kronecker 1882). Esto resulta fundamental
para darle a la teoria el alcance necesario, siendo aqui donde aparece
el “método [methodische Hiilfsmittel] de coeficientes indetermina-
dos”. Sean uy, us, ..., u; incognitas (o indeterminadas),33 y considé-
rese la expresion xjuy + xouo + - - - + x3uy, donde los x; son enteros
algebraicos. Asumiendo que los x; pertenecen a un cuerpo normal
sobre Q, podemos hablar de los conjugados de los x;. Un conjugado
de la expresién xjuy + xous + - - - + xpuy consiste en una expresion que
se obtiene al realizar una conjugacién de los x;, que son enteros de un
cierto cuerpo normal, y dejando intactas las indeterminadas u;. Esto
altimo es fundamental; en efecto, si n es el grado del cuerpo normal
que contiene los u;, entonces el producto de todos los conjugados de
xuy + xoug + - - - + xpu (su norma) es un polinomio homogéneo de
grado n en u;. Ahora bien, dado que los coeficientes estan en Q, la
norma de cada elemento es una funcién simétrica y, por lo tanto,

M;. Luego, los enteros negativos se obtienen a partir de sistemas de mddulos para
los polinomios A4, A’.

31 Véase Edwards 1989, p. 69.

%2 En rigor, la cardinalidad del conjunto de las magnitudes fijas puede ser infinito.
Pero en la préctica, el conjunto de las funciones racionales queda limitado por el
grado finito del polinomio.

3 En la notacién de Kronecker: R, %', %", . ..
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estd en (Q; ademads, como son sumas de enteros, son enteros. En una
palabra, la norma de xju) + xous + - - - + x3u;, tiene coeficientes en Z
(Kronecker 1882, §14).>* Por lo tanto, un dominio de racionalidad
allende QQ es siempre el producto de una extensién normal de un
cuerpo.

Para finalizar la seccion es necesario destacar dos aspectos puristas
de estos procedimientos. Por un lado, el caracter operacional de las
extensiones normales es dependiente de la representacién polindmica
de los nlimeros; en particular, depende de disponer de un algoritmo
de reduccién de polinomios, pues la extension opera adjuntando las
raices de polinomios irreducibles en el cuerpo base.®> Asi, Kronecker
identifica el cuerpo Q[v/2] sobre Q, por ejemplo, con el anillo de
polinomios Q[x] generado a partir del polinomio no constante e
irreducible f(x) = x® — 2.% Esta dependencia es significativa en
términos de pureza: por un lado, el método de congruencias no
introduce nada ajeno al concepto de niimero en sentido estricto; por
otro lado, las formas polindmicas son objetos de la aritmética general.
Ambas cosas pueden entenderse con arreglo a su demanda de pureza
del método.

Por otro lado, Kronecker no aceptaba la existencia de las totali-
dades infinitas de nimeros trascendentes e irracionales, pero acep-
taba la existencia legitima de, digamos, v/2, en tanto “magnitud in-
determinada”, o magnitud cuya existencia es “algebraica”, —i.e.,
existente en tanto raiz de x> — 2—. Asi, el método de coeficientes
indeterminados prioriza los coeficientes, dejando las indeterminadas,
u1, U2, ... como objeto de manipulacion formal-algebraica. Natural-
mente, podemos extender la cantidad de indeterminadas a necesidad,
v.g. para calcular limites, pero siendo los polinomios entidades sin-
tacticamente finitas, las indeterminadas en cuestién, y con ello las
magnitudes irracionales y trascendentes, son consideradas en cuanto
extensiones finitas y algebraicas de cuerpos. Esta restriccion obe-
dece a su purismo: pretender “determinar” la magnitud v/2 allende
las “magnitudes algebraicas” extenderia el concepto de niimero, pues
involucraria apelar a un procedimiento allende la aritmética general
kroneckeriana (v.g. algiin procedimiento de medicién). Sin embargo,
un procedimiento asi echaria por tierra la autonomia de la teoria de
Kronecker.

3 Véanse Edwards 1980 (§10 y ss) y Edwards 2013 para una exposicion técnica.

% La reduccion de polinomios es un aspecto particularmente destacado de las
Disquisitiones de Gauss, seccion 7.

% Algo analogo ocurria con —1 en el ejemplo de Kronecker en la cita anterior.
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3. Dedekind: imagen arquitectonica y “conceptualismo purista”™

Dedekind adheria a la imagen arquitecténica de las matematicas des-
crita hacia el final de la seccién 1 (v.g. en el prefacio de Dedekind
1888). En particular, fue un matematico cuya actividad profesional
estuvo dedicada a la construccién de teorias, como bien ilustran sus
reiteradas reformulaciones de su teoria de ideales. Esta actividad es-
tuvo orientada, incluso podria decirse que “reflej6”, ciertas demandas
metodoldgicas. Algunas de éstas conciernen a la estructuracién l6gi-
ca de las teorias a partir de definiciones de conceptos introducidas a
efectos de articular la teoria y desarrollarla por medio de deduccio-
nes rigurosamente légicas. En este punto, la practica matematica de
Dedekind antecede el “analisis axiomatico” de las teorias (incluida la
terminologia arbitraria) como un medio para garantizar un “edificio
inamovible”.?” En esta seccién argumento que la conjuncién de esta
imagen con el estilo “conceptualista” de hacer mateméticas, condu-
jo a un “conceptualismo purista” en Dedekind. Para ello, conviene
empezar por considerar el estilo conceptualista y su influencia en la
construccién de teorias.

Los aspectos logicos de la imagen arquitectonica no son todo lo
metodolbgicamente relevante para Dedekind. Estos nos dicen algo
acerca de la estructura de las teorias, pero no sobre la actividad de
construirlas. Aqui interviene el llamado “otro principio de Dirichlet”
(Minkowski 1911, pp. 460-461), debido a que la descripcion usual
aparece en el obituario de Jacobi escrito por Dirichlet (1852). Alli
destaca la tendencia reciente (y creciente) en el anilisis a “reemplazar
el célculo por el pensamiento” (1852, p. 245). Este dictum se presen-
ta como una demanda metodologica que distingue entre conceptos y
“calculos analiticos”, ddndole prioridad a los primeros. Sin embargo,
es incorrecto pensar que se trata de eliminar el célculo del analisis;
el punto es combinar inteligentemente el calculo con la introduc-
cién de conceptos, aunque Dirichlet no agrega nada acerca de como
entender la relacién entre ambas cosas.®® Con ello reaccionaba a la

STEl “test infalible” para garantizar la solidez del edificio teérico figura en una
carta a Lipschitz del 27 de julio de 1876 (Dedekind 1932, p. 479). Una traduccién
castellana se encuentra en Dedekind 2014, p. 187. Respecto a la “préctica axiomati-
ca” en Dedekind, pueden consultarse Sieg y Schlimm 2005, Ferreiros 2009 y Klev
2011.

38 Dirichlet hace uso de esta metodologia conceptual en la “funcién de Dirichlet”,
que toma el valor f(x) = 0 cuando x es racional, y f(x) = 1 para x irracional
(Dirichlet 1829). Una definicién asi no depende de una expresién analitica de la
misma, compuesta de variables, constantes y ciertas operaciones elementales, tales
como +,+/,sen, o log. En el siglo XVIII se solia definir funcién como una expre-
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tradicién del siglo anterior, ejemplificada por Euler y Lagrange, de
gran dominio técnico y manipulacién simbdlica. La nueva actitud no
era ociosa, sino que estaba estrechamente relacionada con la cuestion
de como la prueba contribuia a nuestra comprension; en particular,
este enfoque permitia simplificar el tratamiento del anilisis y, sobre
todo generalizar los resultados, obteniendo a la vez una importante
clarificacion acerca de la “naturaleza” de la teoria (Dirichlet 1852,
p. 246).%

Dirichlet describe cémo Jacobi ponia en practica este principio
en conexion con la construccion de teorias: “[Jacobi] buscd presen-
tar las ideas rectoras en las que se basa toda teoria, y elimina|r]
todo lo que tenia la apariencia de artificialidad” (1852, p. 246). La
construccion de una teoria en estos términos supone un proceso de
“analisis” del estado del arte de la disciplina, a efectos de hallar el
puiiado privilegiado de conceptos. Luego, el contenido de una teoria
(los conceptos fundamentales) es un descubrimiento anterior a la ela-
boracién de la misma, —i.e., ocurre durante la investigacion—. Al
mismo tiempo, este pufiado de conceptos es el factor unificador de
la teoria. Dedekind adopté una perspectiva asi en su practica mate-
matica, la cual contrasta con Kronecker: la introducciéon de nuevos
conceptos era algo celosamente vigilado por éste, mientras que la
introduccion “conceptualista” de nuevos conceptos (y métodos) era,
para Dedekind, una actividad matematica indispensable para el pro-
greso de la misma. Este pensamiento es tan constante en Dedekind
que lo podemos encontrar ya en su disertacion.**! Las matematicas
conceptuales de Dedekind (y Riemann) involucran précticas matema-
ticas fuertemente orientadas por la introduccion de nuevos conceptos
que extendian los cuerpos de conocimiento precedentes. Tal relacion
se manifiesta, por ejemplo, en la critica de Dedekind a la manera
en que Kummer introdujo los nimeros ideales como divisores idea-

sion analitica, e incluso se entendia que las funciones continuas eran aquellas que
obedecian a una tnica expresion analitica. Asi pues, lo que tenemos es una carac-
terizacion “abstracta” de funcién a partir de la cual emerge un concepto general de
funcién como una relacién de muchos-a-uno.

% Una expresion temprana y contundente de la misma puede apreciarse en el
art. 76 de las Disquisitiones de Gauss.

9 Véase Dedekind 1930, p. 1.

M Sobre el aspecto logico de la introduccion de conceptos puede consultarse Fe-
rreirs 2009, §2. Sobre esta temprana actitud de Dedekind puede consultarse Ferrei-

r6s 2007a, pp. 84 y ss. Para Dedekind la introduccién de nuevos conceptos era una
actividad “creativa” de la mente. Véanse Dedekind 1872, y 1888.
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les, es decir, caracterizando su operativa pero no como objetos por
derecho propio.*?

Una practica matematica asi orientada puede caracterizarse como
“matematica conceptual”, adjetivacion también aplicable a los pro-
ductos de este tipo de practica.*> Podemos distinguir dos variantes
del conceptualismo dependiendo de su combinacién con la imagen
organica o arquitectonica; el punto aqui es que el purismo metodo-
logico de Dedekind resulta de la segunda combinacion y, por ello,
puede adjetivarse “conceptualismo purista”. Esto se aprecia en las
condiciones introducidas por él para las definiciones de conceptos
fundamentales en su teoria algebraica de ntmeros (v.g. su defini-
cion de cuerpo). Para apreciar el contraste alcanza con atender la
caracterizacién de Riemann de la continuidad analitica de una fun-
cién (holomorfismo), pues esta combina el conceptualismo con la
imagen organica. En efecto, por medio de las condiciones “Cauchy-
Riemann”, Riemann establece una conexion con la teoria del po-
tencial en fisica, mientras que por medio del concepto de superficie
riemanniana la definicién establece una conexién con la geometria
(topoldgica).** Esta caracterizacién introduce relaciones “organicas”
entre analisis, fisica y geometria, al tiempo que la misma es inde-
pendiente de las expresiones analiticas particulares de esas funciones.
Esto resulta contrario a la imagen arquitectonica y su prioridad por la
construcciéon de edificios tedricos autonomos; luego, Dedekind debe
ser diferenciado de Riemann como un conceptualista purista (volveré
sobre esta comparacion mas adelante).

Ademas de la introduccion de nuevos conceptos en la construccién
de teorias, Dedekind también destaca la importancia de que la teoria
toda también revista un cardcter conceptual. Hacia el final de §12 en

Dedekind (1877), Dedekind afirma que

[una] teoria, basada en el cilculo, no ofreceria todavia, me parece, el
mayor grado de perfeccion; es preferible, como en la teoria moderna
de las funciones [de Riemann], buscar y derivar las demostraciones,
no a partir del célculo, sino inmediatamente a partir de los conceptos

2 Véanse Dedekind 1932, p. 287 y Avigad 2006, p. 172.

3 Tomo esta denominacion de Ferreirés 2023. Sobre el enfoque conceptual en las
matematicas de Dedekind, véanse Stein 1988, Corry 2004, cap. 2, Ferreirés 2007a,
Sinaceur 1988, Avigad 2006, Ferreiros y Reck 2020.

# Veéase su “Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer veriin-
derlichen complexen Grésse” (1851) en Riemann 1876. Respecto al estilo concep-
tualista de Riemann y su importancia para las matemaéticas modernas, puede verse

Laugwitz 1999, cap. 4 y Ferreirés 2007a, caps. 1.5, II.
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fundamentales caracteristicos, y construir la teoria de tal manera que
esté, por el contrario, en condiciones de predecir los resultados del
calculo. (1932, p. 296)*

El interés de Dedekind estd en como construir la teoria de nimeros
algebraicos y las demostraciones estan al servicio de ello: es en este
contexto que adquiere relevancia la preocupacién por cierto tipo de
demostraciones. Dedekind procura derivar los resultados a partir de
un pufiado de conceptos, en vez de emplear ab initio el “calculo”. No
se trata pues de prescindir de esto Gltimo, sino de hacerlo depender
del concepto.*

Es en las definiciones donde el conceptualismo purista de Dede-
kind se manifiesta claramente; una fuente clasica es su monografia
sobre teoria algebraica de nameros de 1877. En una nota al pie
Dedekind propone condiciones “que deberian imponerse siempre en
la introduccién o la creacion de nuevos elementos aritméticos [i.e.,
conceptos]” (1877, p. 269). Dedekind introduce tres demandas para
una definiciéon del conjunto de los nimeros reales a partir de los
racionales, las cuales se sintetizan del siguiente modo:!" la defini-
cion de R debe “mantenerse exenta de toda mezcla de elementos
extrafios”, tales elementos son la nocién de magnitud,” las represen-
taciones polinémicas donde los reales se introducen individualmente
como raices (al estilo de Kronecker), asi como los logaritmos. La
definicion debe estar fundada sobre “fenémenos que se puedan ya
constatar claramente en el dominio [Q]”. Ademais, la definicion no
debe “engendrar” uno a uno de los elementos como ocurre con los
logaritmos o las raices de polinomios irreducibles, sino ofrecer una
“definicion comt@n”.* Por dltimo, las definiciones deben permitir
una introduccién clara de los calculos.

Estas condiciones se adecuan al conceptualismo purista, y eso se
aprecia en su pretension de autonomia: lo que Dedekind considera

¥ Cfr. Dedekind 1895, pp. 54-55.

% Cfr. Dedekind 1932, p. 469, donde Dedekind habla de introducir los célculos
como un “resultado de la teoria”.

" De acuerdo con Edwards (1983, pp. 12-13), estas condiciones se inspiran en
introduccion de los ntimeros irracionales en Dedekind 1872, especialmente en §2.

® Dedekind excluye, al igual que Kronecker, la geometria y la mecanica del
ambito de las matematicas “puras” (véase la seccion 2), pero sus razones para hacerlo
estdn mas cercanas a Gauss. Dedekind adoptd esta posicion, tanto en Dedekind 1872
como en 1888, por ejemplo.

¥ Caso contrario, nada nos garantiza que las operaciones con dichos elementos
sean invariantes u “homogéneas”, —i.e., las mismas—. Esto es lo que Dedekind
quiere decir en otros sitios con “invariante” (v.g. Dedekind 1930, p. 202).
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“intrinseco” involucra Gnicamente a operaciones entre los elementos
de un conjunto (v.g. R), mientras lo “extrafio” atafie a toda repre-
sentacion perteneciente a otros cuerpos tedricos (tales como el alge-
bra, entendida como el estudio de ecuaciones), o cuyo empleo en
la definicién requiere suponer o demostrar alguna conexién de esas
representaciones con el concepto. Caso contrario, podria ocurrir que
un cambio de representaciéon constituya un cambio de concepto (v.g.
dos polinomios con distintos coeficientes podrian introducir distin-
tos nGmeros irracionales). Pero aun contando con tal demostracion,
la definicion no descansaria sobre “fenémenos” constatables directa-
mente en los elementos del conjunto. Luego, la definicion no seria
auténoma. En contraste con Riemann, que apela a una pluralidad
de cuerpos tedricos distintos del analisis, Dedekind excluye como
“impuros” o “ajenos” tanto los recursos geométricos (magnitudes)
como las “formas” (v.g. ecuaciones y logaritmos).”® Si esta lectura
es acertada, se aprecia entonces coémo la conjunciéon de un enfoque
conceptual con la imagen arquitectonica de las matematicas, parece
conducir a una perspectiva conceptual purista.>!

Antes de finalizar la seccién examinando el concepto de “cuerpo”,
conviene detenerse en el programa aritmetizador, que en Dedekind
(1888) devino en logicismo. Dedekind operacionalizé su fundamen-
tacion purista de la matematica pura por medio de un programa
aritmetizador. Tal cosa demandaba tener bien delimitado aquello que
se entiende por “aritmético”, si es que queremos garantizar que nada
extrafio se haya introducido en nuestras definiciones. Para ello no
basta con acordar que los enteros positivos son ntimeros (asunto por
demas trivial), sino que también tenemos que ser claros respecto de
si los recursos que ponemos en prictica para las definiciones de los
demas nimeros, v.g. conjuntos infinitos de elementos “arbitrarios”,
o polinomios, caen bajo el concepto de “aritmético”. En este sentido,
y analogamente a lo que ocurre con Kronecker, aplicar la demanda
conceptualista purista a la matematica pura, conduce con naturalidad
a un programa aritmetizador.

Puede concluirse que el conceptualismo purista de Dedekind es
inseparable del contexto de desarrollo intensivo. En la introduccion
a la segunda edicion de las conferencias sobre teoria de niimeros de
Dirichlet, Dedekind anuncia la importancia del concepto de cuerpo

%0 Vase a este respecto Avigad 2006, pp. 171-174.

! Desde una perspectiva purista, podria decirse que la inclusién de la diferen-
ciacion y la integracion entre las operaciones elementales —junto con la adicion,
el producto, etc.— Riemann “mezcl6” los ambitos del algebra y el analisis. Véase

Riemann 1876, p. 38.
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numérico en la satisfaccién de sus principios metodoldgicos, al tiem-
po que se aprecia el interés de Dedekind por unificar el algebra y la
teoria de ntimeros en la teoria algebraica de ntimeros.

En los siguientes parrafos, he intentado introducir al lector en un campo
superior en el que el dlgebra y la teoria de niimeros estan intimamente
conectados. En el curso de las conferencias sobre la division del circulo
y el algebra superior, que di en Gotinga en el invierno de 1856-1857
[...] me convenci de que el estudio de la relacion algebraica entre los
nimeros se basa mas adecuadamente en un concepto que estd direc-
tamente vinculado a los principios aritméticos mas simples. Mas tarde
cambié el nombre de “campo racional” [rationales Gebiet], que utiliza-
ba entonces, por el de “cuerpo” [Korper]. (Dedekind 1932, p. 400; las

cursivas son mias.)

La unificacion entre algebra y teoria de nimeros pone en el centro
la introduccién de nuevos y mas generales conceptos: el de “cuer-
po”.>2 Este nuevo concepto —al igual que el concepto de ideal—
no introduce “formas de representacion” [Darstellungsformen], sino
conjuntos infinitos con estructura, en conformidad con su conceptua-
lismo purista. Asi, definié un cuerpo como un conjunto de niimeros
reales o complejos “cerrado en si mismo” bajo suma, resta, multi-
plicacion y divisiéon. Esta apunta directamente a operaciones entre
nGmeros reales o complejos y la misma no supone otra cosa que esas
operaciones. En otras palabras, se trata de una definiciéon auténoma
dentro de la teoria algebraica de ntimeros, pues, por un lado, no supo-
ne propiedades analiticas o topologicas de esos conjuntos numéricos,
sino Ginicamente aritméticas; por otro lado, la definicién evita recu-
rrir a expresiones explicitas —polinomios— para los niimeros, pues
esto “estropearia” o “deformaria” [verunzieren| la presentacion “por
interferencias innecesarias con las formas de representacion [Dars-
tellungsformen], que en realidad sblo deberian ser el resultado de
la teoria, no un medio [constitutivo]| para la teoria [Hiilfsmittel der
Theorie]” (Dedekin 1932, p. 469. cfr. pp. 223-224). Como Dedekind
observa, su definicion de cuerpo no estd mediado sino “directamente
vinculado” a los principios aritméticos. En conclusion, se trata de
una definicion conceptualmente purista.

Para finalizar, comparemos los conceptos de cuerpo de Dedekind y
dominio de racionalidad de Kronecker. Dos aspectos son relevantes:
por un lado, las definiciones no son exactamente equivalentes por

52 : . .
> A lo largo de las sucesivas reformulaciones Dedekind coloca el concepto de
“modulo” y “sistema de modulos” como los conceptos de partida de su teoria.
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razones de cardinalidad (Ferreirés y Reck 2020, p. 68); por otra par-
te, la definicion de Kronecker enfatiza aspectos operativos, mientras
Dedekind enfatiza la “invariancia” de las cuatro operaciones aritmé-
ticas. Sobre lo primero: los dominios de racionalidad siempre estan
generados por un niimero finito de elementos R, R, R”, ... debido a
la siempre finita cantidad de indeterminadas de los polinomios, mien-
tras que los cuerpos dedekinianos no se enfrentan a tal restriccion.
Luego, la totalidad de los nimeros algebraicos es un cuerpo dedeki-
niano, pero no un dominio de racionalidad. Algo similar ocurre con
R, que no fue aceptado por Kronecker en absoluto. Sobre lo segun-
do: las extensiones finitas y algebraicas kroneckerianas dependen de
la representacién polindmica de los niimeros sobre un cuerpo dado
(candnicamente: Q); esto no le satisfacia a Dedekind, quien prefirié
llamar a K un “cuerpo finito” sobre Q cuando sélo hay un nimero
finito de subcuerpos K’ tales que Q C K’ C K. Esta es una definicién
conceptual y purista que no apela a la operativa con polinomios, sino
a una propiedad “invariante” e independientemente de la intrusién
de ecuaciones explicitas o “formas de representacion”. Estas quedan
relegadas a ser medios auxiliares, pero no constitutivos de la teoria.>®
Como es bien sabido, la tendencia conceptualista de Dedekind le
condujo a proponer definiciones conjuntisticas y de marcado acento
estructuralista (Ferreiros y Reck 2020).

Puede concluirse que las diferencias puristas entre ambos mate-
maticos permiten entender las diferencias entre sus conceptos de
cuerpo y dominio de racionalidad. Ambos diferian sobre lo que con-
sideraban “intrinseco” y “ajeno”. Esta diferencia es la contraparte
de su divergencia sobre el significado de “aritmético”: Kronecker era
mas tradicional al enfatizar los naturales y sus operaciones (computo),
mientras que Dedekind era mas vanguardista —i.e., conjuntistica, es-
tructural y abstracto—. Dedekind consideraba los polinomios como
algo “formal” extra-aritmético en la teoria de Kronecker.>* Este, por
su parte, creia que el conceptualismo purista sdlo nos “extraviaria o
crearia fantasias”.”® Luego, que Kronecker no aceptara la expansién
del concepto de ntmero que si aceptaba Dedekind y, que el segundo
no aceptara los métodos propuestos por el primero para extender el

% Estas diferencias entre Dedekind y Kronecker no eran del todo advertidas por
Hilbert (1897, §§1, 4, 6), Hurwitz (1895), o Landau (1917). Ellos consideraban ambas
definiciones como equivalentes sin mas.

> Véase el comentario #1 de Dedekind a los Grundziige de Kronecker en Ed-
wards et al., 1982, p. 54.

% Véase la carta a Lipschitz del 7 de agosto de 1883 en Lipschitz 1986, p. 182, asi
como la nota al pie en Kronecker 1886, p. 156.
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dominio de la aritmética, se explica por razones de pureza. Ellos no
promovieron la erradicacién de los cuerpos de teoria de las nuevas
matemaéticas, pero diferian en cémo fundamentarlos.

4. Conclusiones

Las anteriores secciones mostraron cémo las demandas puristas de
Kronecker y Dedekind emergieron con naturalidad en la construccion
de sus teorias. Esta actividad estaba intimamente relacionada con la
pretension de unificar una pluralidad de cuerpos de conocimiento
“dispersos” en las matemadticas puras. Asi, la metodologia purista
permitia simultdneamente unificar y desagregar un area particular
de las matematicas: unifica cuerpos de teoria dispersos en la teoria
algebraica de ntimeros, a la vez que desagrega esta ultima del anali-
sis y la geometria, convirtiéndola en una disciplina auténoma. Esta
autonomia era alentada por una imagen arquitectonica de las teorias.
También se observd como sus demandas puristas eran operacionaliza-
das en sus programas aritmetizadores y, finalmente, se ilustraron esas
diferencias mediante un examen del concepto dedekiniano de cuerpo
y el concepto kroneckeriano de dominio de racionalidad.

Para finalizar, volvamos a la critica de Kreisel y Cellucci presenta-
da al principio del articulo. Esta debe ser contextualizada: Kronecker
y Dedekind tenian como trasfondo la extensién de la nocién de na-
mero y su separacién de la nocién de magnitud. Esta situacion estuvo
promovida por un progreso extensivo de la teoria de niimeros de las
Disquisitiones de Gauss, donde tal extensién involucré el empleo de
una pluralidad de métodos y conceptos que pusieron en interaccion
cuerpos de conocimientos matematicos distintos y novedosos. En este
contexto los métodos impuros se muestran fecundos para el progreso
matematico y los casos enfatizados por Kreisel y Cellucci se ajustan
bien al mismo. Tal cosa, entonces, no resulta en absoluto incompati-
ble con el hecho de que las demandas de pureza emerjan en ocasion
de un progreso intensivo. Notese que incluso alguien como Kro-
necker, para quien las mateméticas “resisten” las sistematizaciones,
enfatiza la importancia de la pureza del método a la hora de la in-
vestigacion en fundamentos. Puede sugerirse, entonces, lo siguiente:
o bien Kronecker tenia una concepcién mas “plural” de la actividad
matematica que Dedekind, en la medida en que esta no siempre
se rige por los mismos preceptos; o bien, podria decirse que Dede-
kind orient6 su vida profesional homogéneamente a la construccion
de teorias, mientras que Kronecker confirié también importancia al
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tratamiento de problemas particulares, v.g. su Jugendtraum.”® Sea
cual fuere la situacién, no puede decirse que las matematicas de Kro-
necker y Dedekind sean estériles, mucho menos que las demandas
de pureza per se lo sean. Mi punto, en todo caso, es que la pureza
del método no es una exigencia incondicional, y, por lo tanto, las
objeciones de Kreisel y Cellucci estin mal encaminadas en virtud de
que parecen no hacer lugar al valor contextual de la misma.”’
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