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RESUMEN: El objetivo del presente articulo es mostrar que los ejemplos que se
introducen para dar plausibilidad a un teorema no se ven afectados por el cambio
histérico que acontece en los marcos conceptuales y los estilos de practica de las
matematicas. Para ilustrar este punto, utilizo el teorema de recurrencia de Poincaré
y su corolario, que en conjunto desafian y superan el “razonamiento genérico” que
dominé la producciéon de teoremas durante el siglo XIX.
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SUMMARY: The aim of this paper is to show that the examples introduced to
give a theorem plausibility are not affected by the historical change in conceptual
frameworks and styles of mathematical practice. To illustrate this point, I use
Poincaré’s recurrence theorem and its corollary, which taken together challenge and
surpass the “generic reasoning” that dominated the production of theorems during
the XIX century.
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1. Introduccion

1.1 A fines del siglo XIX ocurrié6 una mutaciéon en el pensamiento
matemético. Un siglo antes, alrededor de 1798, todavia en Condillac
(1822) se afirmd que: “el algebra es un lenguaje bien hecho, y es
el Gnico” (p. 5).! Junto a la generalidad del algebra, Condillac apa-
rejo la analogia como método de invencién. Esta concepcion durd
hasta bien entrado el siglo XIX como ideologia y metodologia para
construir teoremas. Para caracterizar esta situacion, Hawkins (2005)
introduce el concepto de “razonamiento genérico” (RG), que describe
una tendencia en la formulacién de resultados matematicos durante
el siglo XIX. Pero tenia limitaciones:

'La traduccién de todas las citas es del autor.
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El gran poder del método de andlisis era que involucraba razonar con
simbolos abstractos en lugar de con nimeros o lineas geométricas espe-
cificas. Su potencia residia en su generalidad, esto indujo una tendencia
a considerar que los simbolos introducidos poseian “valores generales”,
lo que distraia la atencién de las potenciales dificultades que surgian
para valores particulares de esos simbolos. (Cfr. Hawkins 2005, p. 383)

Para ciertos casos, denominados “singulares”, lo que afirma el teore-
ma no es valido. El ejemplo que aparece en Hawkins (2005) es un
teorema de Jacobi relativo a la diagonalizacién simultdnea de formas
cuadraticas. Quedaba claro que sin una reforma al modo de produc-
cién de resultados matematicos se podrian generar contraejemplos
para teoremas “demostrados”. Se necesitaba mas “rigor”, y esto, a
fines del siglo XIX, signific6 hacer explicitos todos los supuestos,
o al menos todos los posibles.? Con esta exigencia se trataba de
conseguir una “generalidad” diferente, no engafiosa como la provis-
ta por el dlgebra. De esta manera, es aplicable el mas simple de
los tratamientos: la inclusion de la excepcion en el enunciado del
teorema. No debe llevar a confusion la simplicidad de la propuesta
de solucién, pues formalizarla no resulté facil. Esto es el tema de
Robadey (2016), quien aborda el caso del teorema de recurrencia de
Poincaré, pues enumerar los casos singulares, las curvas no cuasipe-
riédicas, requirid la introduccién del concepto de probabilidad en la
dindmica. Asi, Poincaré constituye una idea de medicion de la abun-
dancia de casos excepcionales que mas tarde sera reconstruida con la
ayuda de los espacios de funciones medibles. ;Escapd con ello a los
contraejemplos? ;Su teorema de recurrencia logra la “generalidad”
adecuada? ;Qué se debe entender por generalidad? Estas preguntas
son el tema del presente articulo. Para decirlo con mayor claridad,
se pretende introducir el tema de la plausibilidad de los teoremas
contra la demostrabilidad de los mismos. De esta Gltima propiedad
se exige rigurosidad y generalidad, de la primera no, pues se reduce
a introducir ejemplos que ofrecen verosimilitud a un enunciado me-
diante situaciones singulares. Y construir un discurso convincente no
equivale a introducir nuevas formas de generalidad, al contrario, se

? Los matemiticos de la época no ignoraban esta tendencia. Maxime Bocher (1900)
escribio, en la introduccion: “La materia objeto de las siguientes paginas [ . .. ] ilustra
muy bien una de las mas sorprendentes tendencias del dlgebra y el trabajo analitico.
La exigencia de no saciarse con resultados ciertos ‘en general’, i.e., con mas o menos
numerosas excepciones, sino esforzarse por construir teoremas que sean siempre
verdad.” En esta referencia se tematiza el problema de la generalidad en los mismos
términos que usa L. Kronecker en la cita que aparece en Hawkins 2005 (p. 384).
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mantiene la eminencia de los casos particulares como “impulsores”
de la bisqueda de la demostrabilidad general, aunque esta sea, quiza,
un “ideal regulativo” y nada mas.

1.2 Hay otro tema aledafio al de la plausibilidad, el cual consiste
en que Poincaré prioriza la introduccion del concepto de “caos”. Al
respecto, Letellier (2021) afirma que el “caos™ aparece, en efecto, en
la década de 1970 en la obra de Ruelle y Takens (1971), mientras
que Aubin y Dahan (2002), en consonancia con varios puntos de
vista historiograficos, adjudican a Poincaré el titulo de fundador de
la teoria de los sistemas dindmicos y el caos. Sin embargo, como
argumenta Letellier (2021), el concepto de caos aparecido en la dé-
cada de 1970 no se relaciona con las ideas de Poincaré. Es decir,
la turbulencia, que es el tema de la obra de Ruelle y Takens,® no
se explica con la ayuda de las bifurcaciones de Hopf y las orbitas
cuasiperiddicas, aunque Landau (1971) asi lo supuso segin la linea
de los conceptos que Poincaré introdujo, sino mediante “atractores
extrafios”. Resultan “extrafios” porque no son ni un movimiento pe-
riédico limitrofe ni 6rbitas cuasiperidicas. La teoria de bifurcaciones,
entendida como la consideracion de la variacién de las soluciones de
una ecuacién diferencial cuando varian los parametros que la des-
criben, fue desarrollada por Poincaré para el problema de la figura
de las estrellas. Y este es el modelo de razonamiento que utilizan
Landau y Lifchitz, pues la turbulencia aparecera como sucesiéon de
bifurcaciones de Hopf. Por su parte, Roque (2011) recuerda que el
nombre de “sistemas dindmicos” aparece por primera vez en fran-
cés en Birkhoff 1912, y posteriormente en Birkhoff 1927a. Roque
argumenta que para establecer al creador de una teoria es necesario
identificar aquello que la distingue, y esto acontecidé con la teoria de
los sistemas dindmicos hasta que se generd la diferencia entre una
aproximacién cualitativa de una cuantitativa en la obra de Birkhoff.
Esta conceptualizacién desafia la postura de Aubin y Dahan.* Sin
embargo, parece correcto asumir, junto con los autores menciona-
dos, que la obra de Poincaré no se asimilé de inmediato, pues sus
resultados se utilizaron de manera fragmentada a lo largo de varios
dominios de las ciencias durante un periodo de varias décadas, que
estos autores conciben como longue durée. Debido a un proceso de

*Ruelle lo explica de manera popular en el capitulo 11 de su 1991. En el
articulo que Ruelle escribio junto a Takens (1971), es en donde se desvia del modelo
de la turbulencia que aparece en Landau 1971.

* Aunque la distincién es muy clara, Poincaré (1882) establece que el estudio
cualitativo considera las propiedades geométricas de las trayectorias.
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“convergencia”, los diferentes resultados se unieron en una nueva
sintesis durante la década de 1970 para producir la “teoria del caos”.
En otras palabras, los métodos y conceptos de Poincaré se tomaron
de modo aleatorio a lo largo del tiempo y se reintegraron, en un
nuevo nivel de abstraccién, hacia la década de 1970. ;Por qué un
nuevo nivel de abstraccion? Durante esa longue durée, la matematica
cambid, se adoptd la teoria de conjuntos y se introdujo otro con-
cepto de rigor. Debido a esto, los teoremas del pasado cambiaron
de estatus, pues, en retrospectiva, las omisiones e hipdtesis ocultas
son tantas que invalidan la demostracién. Pero quedan como afir-
maciones motivadas y sugerentes. Este es, de nuevo, el tema del
presente articulo. Se discute el teorema de recurrencia de Poincaré
y su demostracion como féormula para ilustrar como las motivaciones
“coloridas” permanecen, aunque las enunciaciones rigurosas de un
teorema cambien.

2. La plausibilidad del teorema de recurrencia

2.1 En este apartado se expone la idea de punto recurrente de Poin-
caré junto a otras, mds recientes, que aparecen en la literatura. Asi-
mismo, se enuncia el teorema de la recurrencia en Poincaré (1890).
Este es un articulo muy largo, el cual aparecié en la revista Acta
Mathematica (1890, pp. 5-270), dividido en partes. El teorema y
la demostraciéon se formulan en el capitulo II, el cual trata de los
invariantes integrales (pp. 69-70, del apartado 8). Unos paragrafos
antes, en el articulo citado, previo al establecimiento del teorema de
recurrencia, Poincaré discute el concepto de estabilidad de Poisson
y se pregunta si acaso todas las trayectorias pueden poseer esa pro-
piedad. Responde que Poisson mismo creia que no. Sin embargo,
en Poincaré 1885 estd contenida (capitulo X) la nocién de lo que
después, en Poincaré 1890 y de modo definitivo en Poincaré 1899,
nombraria “estabilidad en el sentido de Poisson”. La explicacién que
Poincaré (1885) ofrece,” tras aducir un ejemplo elemental, es:

Sea M un punto de la trayectoria en el tiempo t. Se describe ahora
un circulo de radio r, tan pequefio como se quiera, alrededor de M.

*En el articulo del Journal la pagina es la 169, mientras que en las Oeuvres,
tomo 1 es la 92. El ejemplo elemental es lo que hoy se conoce como “figura de
Lissajous”, que para ciertos valores es cerrada y acotada y para otros es abierta y llena
el espacio. De manera caustica, Poincaré afiade el comentario: “los alemanes dirfan
que la Punktmenge, formada por las diferentes partes de la corona, es Uberalldicht”.
Pese a Poincaré, la terminologia de los alemanes perdurd, pues es moneda corriente
decir que un conjunto de puntos (Punktmenge) es denso (Uberalldicht).
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El punto moévil que parte de M saldra, evidentemente, del circulo

2 2 2
pero nuevamente volvera a atravesarlo un nimero infinito de veces por
pequefio que se escoja T.

En contraste, en Poincaré 1899 (p. 141) la definicion es sucinta: “El
sistema regresa un ntimero infinito de veces, tan cerca como se quie-
ra, de su situacion inicial.” Se pueden encontrar otras, mas formali-
zadas, en literatura posterior, lo que demuestra que la apreciacién de
Robadey (2016) de considerar la estabilidad de Poisson un “concepto
f6sil” no esta justificada. Asi, en Bahtia y Szego se tiene: “Un punto
x € X se dice positivamente estable en el sentido de Poisson si cada
vecindad de x es recursiva positiva para {x}” (1970, capitulo III). En
la idea de conjuntos recursivos Bathia y Szego codifican la idea del
mapeo uniparametrizado tipico de la teorfa de sistemas dinamicos.

Por su parte, en Nemytskii 1989 se define la estabilidad de Poisson
como: “Un punto p se denomina ‘positivamente estable en el sentido
de Poisson’ (se abrevia (estable ‘P*’) si, para cualquier vecindad U
de p y para cualquiera 7" > 0, se puede encontrar un valor ¢ > T tal
que f (p,t) € U”.

La definicién para estabilidad P~ es similar. Asi que un sistema
es estable P si, y solo si, es estable P* y estable P~ a la vez. En esta
definicion la funcion f es el mapa que se obtiene de integrar un siste-
ma de ecuaciones diferenciales, integrales, en diferencias, funcionales
o de cualquier origen. Poincaré, por supuesto, ignoré esa generalidad
y estudio sistemas de ecuaciones diferenciales en Poincaré 1885. La
idea de recurrencia es clara. Un punto movil recurre cuando, tras
atravesar una porcién del espacio accesible al mismo retorna a una
vecindad del punto donde comenzé el movimiento. La misma imagi-
neria de un punto movil se debe a Poincaré, y es parte integrante de
su concepeién de “teoria cualitativa” de las ecuaciones diferenciales,
pues proporciona una imagen accesible a la representacion mental.

Como aplicaciéon de la teoria de los invariantes integrales, desa-
rrollada en Poincaré 1890 y después en Poincaré 1899, enuncia el
teorema de la recurrencia en los siguientes términos:

TR “Supongamos que el punto P se mantiene a una distancia finita
de un centro, y que el volumen f dx1dxadxs es un invariante integral.
Entonces, si se considera una region r, tan pequefla como se quiera,
habra trayectorias que la atraviesen una infinidad de veces.”

Este enunciado estd en Poincaré 1890 (p. 69), y a continuacion se
ofrece la demostracion sin ningin tipo de argumento de plausibilidad.
Tras demostrar el teorema de recurrencia se propone demostrar la
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afirmacion de Poisson respecto al ntimero de excepciones a través de
un argumento probabilistico. Después, mediante la técnica del dltimo
multiplicador generaliza los supuestos del teorema de recurrencia. En
particular, pasa de la version hamiltoniana candnica, la que posee
el dltimo multiplicador unitario, a una hamiltoniana no candnica
con multiplicador no unitario. Mientras que en Poincaré 1899 la
demostraciéon se hace dentro del contexto de una situacion singular:
el caso de un fluido incompresible acotado en el espacio. Cabe notar
que el enunciado del teorema TR que se ofrece en Poincaré 1890
y 1899 es una version hamiltoniana no canénica. Otra manera de
enunciar el TR, con ayuda de los conceptos que Poincaré introduce,
es la siguiente:

TR* “Sea la trayectoria de un punto P definida en un espacio aco-
tado. Si en este espacio el volumen del mismo, V', es un invariante
integral del movimiento, entonces la trayectoria es estable en el sen-
tido de Poisson.”

2.2 La finalidad de este apartado es establecer la diferencia entre
una argumentacion formalizada de una que depende del contexto.
Mientras que la primera es abstracta y general, la segunda es singu-
lar. Poincaré (1899, capitulo XXVI, tomo 3) distingue, después de
discutir un ejemplo tomado de la mecanica celeste, tres sentidos del
término “estabilidad” en el problema de los tres cuerpos:

1. Ninguno de los tres cuerpos se puede separar una distancia inde-

finida.

2. Ningin par de cuerpos puede chocar, y la distancia que los separa
no puede descender de un cierto limite.

3. El sistema pasa de nuevo, una infinidad de veces y muy cerca, de
su posicién inicial.

La tercera condicién ya se discuti6é en el apartado 2.1. La segunda
es similar a la estabilidad que se ha venido a denominar “estabilidad
de Lyapunov”,® sin embargo, de acuerdo con Poincaré, la introdujo
Lagrange. Cuando un sistema satisface las tres condiciones se deno-
mina “completamente estable”. No se indagara la relevancia de estas
nociones para la mecanica celeste, se discuten, por otro lado, los
teoremas de recurrencia, los argumentos que los vuelven plausibles y

las demostraciones de los mismos. Para un estudio de la estabilidad
% Véase Liapounoff 1907.
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véase Roque 2011. De acuerdo con el contexto de Poincaré (1899),
la siguiente argumentacion es inmediata:

A Los cuerpos gravitantes forman un sistema conservativo, por lo
que la energia, y por ende el movimiento, se mantienen por largos
periodos de tiempo. Asi que resulta natural que, si los objetos se
mueven en un espacio acotado, tarde o temprano han de volver sobre
las posiciones que tuvieron en algin momento previo.

Entonces un resultado sobre recurrencia es muy plausible, y de
hecho aparenta ser trivial. Poincaré (1899, apartado 291, p. 147) ex-
plicara el sentido de la estabilidad de Poisson con el uso del ejemplo
del movimiento incompresible de un fluido en un vaso de volumen
finito V. Ahi aparenta ser obvio que las particulas del fluido, que
ocupaban un volumen finito 4 dentro del envase en el tiempo ¢, vol-
verdn un namero indefinido de veces sobre ese volumen A en tiempos
posteriores ¢ > ¢. El ejemplo del fluido incompresible desempeiia un
papel crucial en el teorema de recurrencia en un doble aspecto. Por
un lado, es la ilustracién més clara de lo que es un invariante integral,
y a la vez es la representacion misma del argumento de recurrencia.’
Para cuando se explica la misma teoria en Poincaré 1899 la posicién
del ejemplo cambia. No viene después de la definicion sino antes,
como elemento que ilustra y motiva la introducciéon del concepto.
Sin embargo, en Poincaré 1890, en el apartado (8), una vez definida
la estabilidad de Poisson se enuncia el teorema de la recurrencia
sin recurso al ejemplo del fluido incompresible. Poincaré debe haber
reflexionado acerca del asunto y decidié hacer un cambio fundamen-
tal. Si se lee de cerca el capitulo 26 de Poincaré 1899, el enunciado
del teorema de la recurrencia viene después de la explicacion de la
estabilidad de Poisson, en el articulo 291 cuyo titulo es “Movimiento
de un liquido”. Por tanto, el teorema se enuncia dentro del contexto
del ejemplo del fluido, y dice lo siguiente:

TRC “Sea U un volumen cualquiera interior al vaso y tan pequefio
como se quiera, yo digo que habrd moléculas que atraviesen un
niimero infinito de veces ese volumen.”®

TR o TR* no son iguales a TRC porque uno se enuncia de manera
abstracta y general, mientras que el otro asume la forma de un ejem-
plo fisico particular, e incluso incluye al autor (“je dis”). Poincaré

"Véase Poincaré 1890, parigrafo (6) acerca de la definicion del concepto de
invariante integral.

8 El texto de Poincaré 1957 (p. 142) dice: “je dis qu’il y aura des molecules qui
traverseront une infinité de fois ce volume”. La traduccién que se ofrece es literal.
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no sblo busca generalidad sino, también, plausibilidad, la cual consi-
dera que se obtiene con la insercién de ejemplos particulares. Estos
son capaces de proyectar el teorema en contextos mas “coloridos”
y “didacticos”, pues permiten una comprensién clara de la materia
expuesta.

Con el ejemplo del fluido incompresible, Poincaré expone el argu-
mento fundamental de los teoremas de recurrencia:

B Si las particulas ocupan el volumen Ay C V' en el tiempo n =
0, entonces, debido al “flujo” g se formard una secuencia infinita
Aoy, ..., Ay, donde g" A4y = A,, de volimenes interiores al envase de
volumen finito cuya suma no serd nunca infinita porque el volumen
del envase no lo es. Luego, esos volimenes interiores se intersectan
unos con otros.

Como se ve, la interseccién de volamenes es plausible en el contex-
to del ejemplo del fluido. La suposiciéon de preservacion del volumen
aparece durante todo el argumento de Poincaré, por lo que parece
ser necesaria (y no lo es, como se explica mis adelante en la sec-
cién 4.1). Una vez demostrado que los voltimenes interiores de la
secuencia tienen partes comunes, Poincaré argumenta que se pueden
elegir los indices que los ordenan en el tiempo de modo que sean el
indice 0 y un indice adecuadamente escogido [ los que indiquen las
intersecciones entre ellos. Para ello introduce un argumento de “in-
version temporal”, lo que supone que las ecuaciones del movimiento
son invariantes ante esta operaciéon de simetria. Poincaré enfatiza la
conclusion en su texto de 1899 (p. 143):

Uno puede escoger el nimero I de modo tal que Ay vy A
tengan una parte comun. (1)

Es decir, si la parte comin de los conjuntos Ay, A; es Ay N Ay, k>1
se invierte el sentido del tiempo k& — [ veces para llegar a A;_; N Ap.
Una vez hecho esto, la recurrencia sobre el volumen inicial esta “de-
mostrada”. Sin embargo, no estd demostrada, como es natural, por-
que de acuerdo con los criterios modernos muchos de los conceptos
necesarios para alcanzar el “rigor absoluto” no estaban disponibles.
La palabra “rigor”, en el marco del pensamiento de Poincaré, remite
a la enumeracién de los supuestos subyacentes. Kurth (1960, p. vii)
prefiere denominar “compleciéon” a lo que se indica con la palabra
“rigor”, pero en lo que sigue la utilizaremos en el sentido que se
explicd, por lo que el teorema de recurrencia de Poincaré no era,
en retrospectiva, riguroso debido a que los procesos de integracion

Critica, vol. 57, no. 169 (abril 2025) DOI:https://doi.org/10.22201/iifs.18704905¢.2025.1666



PLAUSIBILIDAD EN EL TEOREMA DE RECURRENCIA DE POINCARE 95

involucrados, los supuestos topoldgicos y la naturaleza global de los
campos vectoriales que generan los flujos, no estan clarificados. Asi,
la simple enumeracioén, por muy sofisticada que fuese, no podia in-
cluir los desarrollos posteriores del “rigor”. Se enuncian dos de ellos
que son evidentes:

a. Es parte fundamental del argumento que si A es un conjunto inte-
rior al volumen se tendrd que su imagen por el flujo es también in-
tegrable. Esta condicion no se cumple para los conjuntos integrables
en el sentido de Riemann. Es decir, el paso de la integral:

/ dxdydz

Sobre el volumen A4 a la misma integral sobre el volumen A, no
es inmediato, pues se deben mantener las condiciones que permiten
la integrabilidad. En particular, una funcién integrable de Riemann
debe ser acotada o, lo que es igual, mantener la diferencia de las
sumas superior e inferior de Darboux menores a un ntimero arbitra-
riamente pequefio.’

b. Poincaré establece que el movimiento es acotado, y eso puede pa-
recer suficiente, pero no esta garantizado por ningtn tipo de condicio-
nes que definan clases de campos vectoriales que generen soluciones
simultaneamente completas y acotadas. Es decir, Poincaré discute
problemas globales del anilisis cuando la distincién global/local no
existia, atn.

Se tienen, entonces, dos retos para conseguir el “rigor absoluto”:

la. Definir un concepto de integracion que satisfaga la condicion (a),
lo que lleva a definir, como elementos ancilares al concepto de in-
tegracion, familias de conjuntos con caracteristicas particulares. Es
decir, no cualquier conjunto de funciones, definidas sobre cualquier

°La historia, cuya culminacién es la integral de Lebesgue, la relata Hawkins
(1970). Para comprender la naturaleza de los posibles contraejemplos se debe re-
cordar que la region sufre deformaciones pese a preservar el volumen. Y estas
pueden ser lo suficientemente “extrafias” como para desbordar las condiciones de
integrabilidad de Riemann. Resulta curioso que Dini haya conjeturado la falla en
las condiciones de integracién sin ofrecer un solo contraejemplo. Correspondié a
Volterra mostrar el contraejemplo, y entre estos mostrd una funcion acotada de deri-
vada acotada que no resultaba integrable. Es decir, la condicién de acotamiento, que
aparece aqui y alld en el teorema de la recurrencia, no es suficiente para garantizar
la integrabilidad de los volimenes bajo la deformacién producida por el flujo.
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familia de conjuntos, resultan ser “modelos” de las condiciones enun-
ciadas.

1b. Se deben imponer condiciones sobre los componentes de los cam-
pos vectoriales tales que garanticen que las trayectorias que definen si
recorren el espacio que les es accesible. Es decir, se debe caracterizar
una clase de campos vectoriales. Aledaio a esto aparecen condiciones
sobre la conectividad del espacio en el que tiene lugar el movimiento.
Y este tipo de cuestiones son ya globales, ajenas por completo al estilo

del RG.

Por lo tanto, mas que atender el “rigor”, notaremos, como se ha
hecho, la “plausibilidad” del teorema. A continuacién explicaremos
ahora el sentido preciso en el que entenderemos esta “plausibilidad”.

2.3 A continuacion, se ofrece un analisis del conocimiento matema-
tico presentado en tres etapas que, aunque modelado sobre la con-
cepcion platonica del conocimiento empirico, es muy diferente. La
plausibilidad de una proposicion no implica una relacién tan fuerte
del sujeto con esta como la del conocimiento. Para que este tenga
lugar se deben explicitar condiciones que impidan que la creencia
devenga “revelacion”, “tenacidad”, “necedad” o cualquier otro epite-
to que indique ausencia de critica. Ofrecer buenas razones para creer
en algo es resultado de la conciencia critica. Es bien sabido que para
sostener que “el sujeto S conoce la proposicion P” tres condiciones
son necesarias (los contraejemplos de Gettier muestran que no son
suficientes):

1. El sujeto S cree que P.

2. El sujeto S tiene buenas razones para creer que P.
3. P es verdad.

En este analisis, la proposicion P remite a una eventualidad en el
mundo, por ende, se sujeta a condiciones de verdad, pero en las
matematicas la situacion es diferente, pues estas no refieren a hechos
en el mundo, més bien a relaciones entre conceptos. Se propone el
siguiente analisis del conocimiento matematico. Sea E una proposi-
cién matematica y Si,...,S, n situaciones empiricas, e.g., un fluido
contenido en un envase o una serie de figuras geométricas de madera
o unos globos.

Defl: se dice que el sujeto S conoce la proposiciéon matematica F si,
y solo si:
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1. .S cree que E.

2. Dadas las situaciones empiricas Si,...,S, el sujeto S considera

plausible E.

3. Existen una serie de premisas (, ..., C,, a partir de las cuales es
posible deducir la proposicion E*.

Dadas estas condiciones se puede decir que E* es un teorema y
que S lo conoce.

Esta definicion surge del analisis del proceso de demostracion del
teorema de recurrencia y se propone como caracterizacion del conoci-
miento matemadtico en general. Consta de dos partes muy claras que
tienen papeles historicos distintos. Por un lado, estin los argumentos
de plausibilidad, que mantienen su atractivo a lo largo del tiempo,
por el otro, se encuentran los procedimientos de demostraciéon del
teorema que cambian porque se exige que sean rigurosos, y esto
es relativo a una época historica. Por tanto, la demostrabilidad se
debera considerar en un sentido informal inicial que paulatinamente
se formaliza por la aplicacion de cierta concepcion del rigor que surge
de la disponibilidad de contraejemplos y “paradojas”. A fines del si-
glo XIX acontece, entonces, una curiosa bifurcacion en la historia de
las matematicas: las condiciones de plausibilidad pierden su impor-
tancia porque se concibe que la intuicién de las situaciones empiricas
Si,...,5, no es relevante para la demostraciéon del teorema, mas
bien, es ocasion de extravio. Un buen ejemplo de esto es el teorema
de Banach-Tarski-Hausdorff,!” que muestra cémo una prueba formal
se puede utilizar para indicar que las situaciones empiricas no son
una buena guia en la construccion de teoremas. Es decir, durante el
siglo XIX se creyd que una situacién empirica podia volver plausible
un teorema e incluso fundarlo. Posteriormente se pudo utilizar la de-
mostraciéon formal como impugnacién de la intuicion.!! Este camino
conduce a la identificacion de la matematica con su reconstruccion 16-
gica y a la creencia en su independencia de la intuicién. Sin embargo,
el conocimiento matematico no se construye en el vacio. Los teore-
mas mads abstractos poseen elementos de plausibilidad que no son, ni
pueden ser, “rigurosos”. Para describir las fases involucradas en (2)
y (3) de la definicion 1 se introducen las siguientes definiciones.

10Véase Wagon 1987. La lectura aceptada del teorema es que demuestra cémo
se puede descomponer un conjunto de modo tal que se puede duplicar cuando se
recompone. Sin embargo, esto no es ocasion de escandalo porque lo que exige es
una nueva concepcion de la medida de los conjuntos.

' Poincaré mismo creia en la “intuicion del nimero” como complemento a las
intuiciones de los sentidos y la induccion. Véase Poincaré 1905/2001, p. 214/p. 203.
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Def2: A un conjunto de situaciones empiricas que tornan plausible
una proposicién matemaética se le denomina “contexto de plausibili-

dad”. (CP).

Def3: Dada una proposicion matematica £ se dird que es una conje-
tura si existe para esta un CP.

Abatir el pensamiento genérico parecid cuestion de saber enumerar
las excepciones a un teorema para restringir su dominio de validez
a una region segura. Sin embargo, como se observa en el caso del
teorema de recurrencia, la enumeracién nunca fue sencilla, y requirio
la introduccién de conceptos nuevos, como el de medida de un
conjunto.

Def4: Los conceptos introducidos para enunciar y volver rigurosos
los teoremas E* se denominan “conceptos generados por la demos-

tracion”. (CGD).

Los CGD permiten alentar la esperanza de abolir los CP, destruir
la ambigiiedad y derrotar al escepticismo, pues con aquellos se podra
dar el paso deductivo de las premisas hacia la conjetura, razén por la
cual se volvera un auténtico teorema.

Entonces, la etapa informal del conocimiento matematico consiste
de una conjetura F, mientras que la formal de un teorema E*. Ambas
etapas son productivas, pues en la primera se construyen ejemplos,
ilustraciones, situaciones didacticas, etcétera. Mientras que en la se-
gunda se introducen conceptos que se utilizan para generar defini-
ciones y construir demostraciones.!? Existe, pues, un telos filoséfico
en el que se pretende pasar del amor al saber (la etapa informal) al
pleno conocimiento (la etapa formal).

2.4 Se vuelve al argumento de Poincaré. Una vez demostrada la
recurrencia, se prueba que no acontece una sola vez, sino infinitas
veces. El CP de la conjetura, en Poincaré 1899, es el ejemplo del
fluido incompresible. Su argumento es el siguiente (paragrafo 291):
Consideremos la secuencia infinita numerable: Ay,..., 4, a la que
aplicaremos la proposicién (1), por lo que formamos: A) = Ay N
A;, y a partir de aqui la secuencia, también infinita: A9,..., A°
que resulta de aplicar el flujo del campo vectorial que genera la
dindmica a A). Es decir, si g, es el flujo que resulta de integrar

2En Jaffe y Quinn 1993 se utiliza el término “matematicas tedricas” para en-
cuadrar algo andlogo a la etapa preformal. Sin embargo, no se intenta comparar las
concepciones de la referencia citada con las introducidas en el apartado 2.3.
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las ecuaciones diferenciales del movimiento, entonces A = g,A0.
Se aplica de nuevo el resultado (1) a esta secuencia para obtener:
A(l) = Ag N Aol, y de nuevo formamos la secuencia: AL ,A}l. Se
aprecia ya el proceso de formacién que introduce Poincaré. De esta
manera obtiene la secuencia de conjuntos: AO,Ag, ..., Aj, entre los

que existe la relacion: A) = Ag/lfl N A%il que redunda en:

AV = Agn A, NAY N A N oA 2)

Im

De donde es claro que conforme M crece se reduce el volumen
del conjunto A) aunque cada conjunto es parte del previo. Aqui
Poincaré aplica lo que se conoce hoy dia como “teorema de Bolzano-
Weierstrass”: toda secuencia infinita acotada tiene un punto de acu-
mulacién. Por su construccion, el conjunto A)! esti acotado, y con-
forme crece M asi permanece, por lo tanto, existird un conjunto limi-
te I'. Puede ser un punto o un continuo de volumen finito, nos dice
Poincaré. Es importante interpretar el sentido de la afirmacién (2).
En esta se dice que es el conjunto de todas las particulas que, por
estar inicialmente en A\ en el tiempo 0, estardn en A4, en el tiempo
loT, en A?l en el tiempo ([ +01)7 y asi sucesivamente. Para decirlo
de otra manera, es el conjunto de todos los puntos que recurren un
ntimero M + 3 de veces en el volumen (2). El teorema de Bolzano-
Weierstrass garantiza que el conjunto limite, es decir, el de los puntos
que recurren infinitas veces, no es vacio. Y, por lo tanto, sin importar
qué tan pequefio sea el volumen, las particulas recurren un nimero
indefinido de veces. Aqui hemos simplificado porque Poincaré utiliza,
de nuevo, la invariancia ante la inversion temporal de las ecuaciones
del movimiento. El resultado neto es, sin embargo, el mismo. Dentro
de los conceptos matematicos modernos lo que se trataria de demos-
trar es que la medida de (2) no es nula. Por lo tanto, el teorema de
recurrencia de Poincaré consta de dos partes: la primera es la cons-
truccion de un CP de la conjetura; la segunda es el proceso mismo
de la demostracién, que sefiala la demostrabilidad del teorema. Lo
que sigue a continuacién, en Poincaré 1899 (apartados 296-297), es
la introduccion de las probabilidades y su generalizaciéon mediante la
técnica del dltimo multiplicador. Poincaré (1899) ofrece, entonces,
una interpretacién probabilistica del teorema de recurrencia. Como
ya se menciond en la introduccidén, segiin Robadey (2016), esta fue la
innovacion que hizo Poincaré con respecto al RG, al lograr medir las
excepciones con la probabilizacién de la dindmica. Con ello, se con-
vierte también en precursor del caos, pero a condicién de restringir
este concepto a meras bifurcaciones y trayectorias cuasiperiodicas.
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2.4.1 Sheynin (1991) enumerd las concepciones de Poincaré relati-
vas al significado del concepto de probabilidad, donde, en al menos
un punto, enfatizé su impenetrabilidad.!® Para comprenderlas mejor
se las debe encuadrar en la perspectiva general del convencionalismo,
la filosofia desarrollada por Poincaré. Si se conciben de esa manera,
entonces una definicion de probabilidad no se puede ofrecer de mane-
ra satisfactoria para todos los contextos, mas bien en cada caso ha de
encontrarse la manera de aplicarla, aunque quiza no de desarrollarla
conceptualmente. Tanto en Poincaré 1890 como en Poincaré 1899
utilizard una idea, o convencién, de probabilidad para mesurar el
ntmero de excepciones al teorema de la recurrencia. Robadey (2016)
considera que esos argumentos probabilisticos son parte de un len-
guaje técnico que Poincaré utiliza de modo uniforme en sus trabajos.
El término “trayectoria excepcional” es uno de estos, pues la preten-
sion es dotarlo de significado mediante la técnica que se introducirad
para mesurar las trayectorias inestables de Poisson. Asi, el argumento
es, de nuevo, muy plausible: una trayectoria inestable de Poisson es
excepcional porque tiene una probabilidad de ocurrencia muy baja,
como lo explica en Poincaré 1899, La primera aparece en Poincaré

1890 (seccion 8):

A Convendremos en decir que la probabilidad de que la posicién
inicial de un punto mévil P pertenezca a una cierta regién ry guarda
respecto a la probabilidad de que esta posicion inicial pertenezca a
otra region 7§ la misma razén que el volumen de ry al volumen de r.

Mientras que en Poincaré 1899 (apartado 296), escribio:

B Sea ¢(x,y,z) una funcién cualquiera positiva de las tres coorde-
nadas x,v,z. Se convendrd en decir que la probabilidad de que al
instante ¢ = O se encuentre al interior de cierto volumen es propor-
cional a la integral

J= /go(x,y, z)dxdydz

calculada en ese volumen. En consecuencia, esta es igual a la integral
J dividida por la misma integral extendida a todo el volumen V" del
envase.

Téngase en cuenta que la segunda explicacion se realiza en el CP
del fluido incompresible. La inecuacion que permitira el calculo de la

1 . . - . S
3 Sheynin no logra explicarse la siguiente afirmacion de Poincaré: “Todas estas

teorias se fundan sobre la ley de los grandes niimeros, y el cédlculo de probabilidades
las conduce hacia su ruina.” Para la cita, véase la nota 11 en Sheynin 1991.
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probabilidad de las trayectorias inestables en el sentido de Poisson la
introduce Poincaré (apartado 292) y es extraordinariamente plausible.
Sea Ag,..., A, una secuencia de conjuntos interiores al conjunto
que contiene la trayectoria, R. Dentro del CP, se entiende que R
es un envase que contiene un fluido, mientras que la secuencia de
conjuntos interiores al envase se forma con aquellos conjuntos que
cubren la trayectoria de las moléculas contenidas en ¢t = 0 en 4y C R.
Los volimenes de estas regiones sean: Vol(A,) = v, y del envase
Vol(R) = V. Entonces, debido a la incompresibilidad la suma de
la secuencia de subvolimenes es (n + 1)vg, hasta el tiempo n. Si se
supone que no existe ninguna interseccién hasta ese tiempo, entonces
la siguiente inecuacioén aparenta ser obvia en el CP: (n+ 1)y < V.
¢Por qué? Si en el intervalo entre 0 y n no hay intersecciones, significa
que las regiones todavia se pueden acomodar sin llenar por completo
el volumen del envase, y por ende su suma serd menor a la del mismo.
Pero, cuando acontece una interseccion entre 0 y n, el sentido de la
inecuacion cambia, pues: (n + 1)vy > V debido a que, como ya
no queda espacio para acomodar las regiones en evolucion, estas se
traslapan, y se cuenta dos veces el volumen de las partes intersectadas
en la suma de la izquierda de la inecuacion. Poincaré esti interesado
en el siguiente resultado, que también aparenta ser sencillo:

(n+1)vy > kV ()

El resultado (3) vale para las trayectorias que, contenidas en Aj en
t = 0, tienen k intersecciones en el tiempo n. Se puede notar que
(3) es la generalizacién para k& intersecciones de lo que se argument6
para una. También es muy sencillo el razonamiento para obtenerla y,
sobre todo, plausible. Ahora bien, las trayectorias tienen un nimero
de traslapes que se incrementa con el paso del tiempo, y resulta
que k£ = f(n) es mondtona creciente. El argumento para desdefiar
las trayectorias inestables de Poisson es el siguiente: sea que en
el volumen v existe un pequeiio conjunto agp, de volumen oy que
contiene las condiciones iniciales cuyas trayectorias tienen menos de
k intersecciones en el tiempo n. Entonces:

(n+1) oo < kV (4)

Por tanto, de acuerdo con lo dicho en (A) si se divide por vy se tiene:

kV
pNo < ( 6))

n+ 1)vy
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— Op

Donde pyo = 3! es la probabilidad de las trayectorias que no logran
recurrir, en el tiempo n, un nimero £ de veces. Entonces, debido a
que k no crece con n, o se mantiene finito conforme n avanza, es una
funcién £ = h(n) acotada del tiempo. Por tanto, se tiene que la pyo
es cada vez mas pequeila, por lo que en la longue durée serd nula. Y
se obtiene el corolario al teorema de recurrencia:

Corolario: las trayectorias inestables en el sentido de Poisson tienen
probabilidad nula de ocurrencia.

3. La fortuna matemdtica de los argumentos de recurrencia

3.1 Las argumentaciones de Poincaré que se comentaron en la sec-
ci6n 2 tuvieron una innegable fortuna. Después de todo, el teorema
de recurrencia es atractivo, directo y simple a pesar de no ser, des-
de el punto de vista presente, riguroso. Y aunque la tentaciéon de
creer que en el teorema de recurrencia se encuentran presagiados
los conceptos hoy corrientes de la teoria cualitativa de ecuaciones
diferenciales (como los que aparecen en el manual de Nemytskii y
Stepanov (1989)), los nombres “puntos o y w”, “colectivo minimal”,
“estabilidades positiva y negativa”, no los introdujo Poincaré, sino,
en gran medida, lo hicieron Hadamard (1897) y Birkhoff (1912). En
este articulo, Birkhoff generaliza y formaliza los conceptos de Poinca-
ré, lo que conllevé la construccion de un tipo nuevo de generalizacion
en matematicas. Como ya se mencioné, el RG consiste en confiar en
la generalidad del dlgebra que omite los casos particulares. Birkhoff
va a reconstruir los conceptos de Poincaré a través de un contexto
problemaético que le permitird dejar atras el RG. Distingue entre
movimientos continuos, dados por funciones continuas y periddicas,
y los discontinuos, de cuya definicion se encargara el propio Birkhoff
mediante una nueva manera de introducir los conceptos utilizados en
el teorema de la recurrencia. De hecho, la generalizacion de Birkhoff
es similar, aunque de menor alcance, a la formulacién que utiliza
Poincaré para despreciar las trayectorias no recurrentes.

3.2 Citando a Hadamard, en Birkhoff 1912 se define la estabilidad de

la siguiente manera:

A Desde el punto de vista adoptado un movimiento estable es uno
tal que, a partir de un cierto momento y ulteriormente, no se apro-
xima jamds, de manera indefinidamente cercana, a los puntos sin-
gulares.
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Los puntos singulares son de dos tipos, prosigue Birkhoff, y se
pueden agrupar en dos clases. La clase S de todos aquellos puntos
donde los coeficientes del campo vectorial dejan de ser analiticos,'* y
la clase FE, que es la que agrupa los puntos en los que los coeficientes
del campo vectorial se vuelven nulos. En cualquier punto fuera de
estas dos clases pasa una y solo una curva integral del campo. A todos
estos puntos los denomina “regulares”. Una secuencia de puntos
regulares no tiene punto de acumulaciéon en E en un tiempo finito,'
mientras que si puede tenerlo en S, pero Birkhoff decide dejar estos
limites fuera de consideracion. Lo hace asi para, desde su punto
de vista, poder extender las curvas integrales del campo vectorial
a todo el eje real (—oo,+00) de la variable ¢ que parametriza la
curva y se conviene en denominar “tiempo”. Tras dejar fuera de
consideracion los puntos referidos, Birkhoff enuncia un teorema de
prolongacion de las curvas integrales en el que formaliza el concepto
de estabilidad, que hoy se conoce como de Lyapunov, del sistema de
curvas integrales. Esto garantiza que dos trayectorias cercanas en un
intervalo de variacion del tiempo permanecen asi cuando se prolonga
ese intervalo. Lo enuncia en los términos siguientes:

B Si P no pertenece a S y el movimiento, que en el tiempo t = i
estd representado por P, es susceptible de extension al intervalo
T <t < 0,y ademds se puede elegir un § pequefio y positivo, tal
que todo movimiento que en el tiempo t = ty estd representado por
P’, cuya distancia a P es menor que 0 y que también se extiende a
T <t < 0, entonces en ese intervalo la distancia entre los puntos
correspondientes a la curva P y a la curva P’ no excede a una
cantidad positiva arbitraria .

Birkhoff lo presenta como teorema y comenta que es un muy co-
nocido resultado sobre la continuidad de los datos iniciales respecto
de la solucion. Birkhoff (1912, seccion II), citando nuevamente a
Hadamard, establece las definiciones de los limites a y w del mo-
vimiento, que tienen sentido para campos vectoriales completos, es
decir, aquellos cuya solucion puede extenderse a cualquier valor del
pardmetro temporal (—oo < ¢t < +00). jPor qué es necesario esto?

Y El adjetivo “analitico” se entiende, en general, como “expandible en series”. Si
hay “divergencia al infinito” también se dice que la funcién no es analitica. Es en
esta Gltima acepcion como Birkhoff lo entiende. Es decir, el conjunto S es el de los
puntos xo tales que existe, al menos, un componente del campo vectorial que diverge
al infinito.

!> Una imagen simple torna plausible el aserto. Los puntos de E son de equilibrio
del sistema.

DOI:https://doi.org/10.22201/iifs.18704905¢.2025.1666 Critica, vol. 57, no. 169 (abril 2025)



104 ROLANDO ALVARADO-FLORES

Porque los teoremas de recurrencia son resultados “globales”, lo que
significa que si se pretende representar una curva mediante un cam-
po vectorial, que es una representacion “local”, y esa curva cubre
todo el intervalo del pardmetro temporal, el campo vectorial debe
ser “completo”, i.e., sus curvas integrales estin bien definidas para
todo el rango del tiempo. Si no se impone la condicion de com-
plecidon, la representacién serd necesariamente local, y los resultados
de Poincaré sobre recurrencia quedarian abiertos a contrajemplos.
Vemos, entonces, que el resultado no es generalmente valido, sino
que esta restringido a la clase de los campos vectoriales completos.
Birkhoff concibié la estabilidad de manera diferente a Poincaré, ya
que dice que un movimiento es positivamente estable si, y solo si,
las trayectorias del mismo, para todo tiempo ¢ > ) se mantienen
exteriores a cualquier € vecindad de S. De la misma manera, con
los signos cambiados, se define el movimiento negativamente estable.
Con esto, el limite w del movimiento se introduce de la siguiente
manera: se dird que todos aquellos puntos a los que se aproximen las
trayectorias del sistema, sin alcanzarlos, cuando ¢ — +00 constituyen
el conjunto limite w, y asimismo se define el limite «, solo que con
signo cambiado.!®

El movimiento recurrente lo define Bikhoff, nuevamente bajo la
égida de Hadamard, en la seccién III en la forma:

C Todo conjunto acotado M' de movimientos positiva y negativa-
mente estables, tal que todo movimiento de M' admite a M' como
su limite o asi como su limite w, serd denominado “minimal”, vy
cualquiera de sus miembros “recurrente”.

Un conjunto, M, cerrado y acotado (compacto) invariante ante un
flujo se denomina “minimal” si carece de subconjuntos compactos
invariantes ante ese flujo. Debido a esto los movimientos en M se
pueden definir como “recurrentes”. Una representacién de esta situa-
cion es la siguiente: porque M carece de subconjuntos invariantes no
habra puntos que queden atrapados en una region, por lo tanto, debe-
ran recorrer todo M. La definicién de Birkhoff incluye los limites «
y w para enfatizar la necesidad de la consideracion global. Dos son las
innovaciones que se introducen en el articulo de Birkhoff. Primero,
la consideracién explicita de los puntos singulares y, segundo, la

"En una dimensién se puede ilustrar con facilidad la idea subyacente. Sea la
trayectoria definida por e™*, entonces, el limite w consta de un punto, el 0. Se puede
ver que carece de limite o, pues conforme el tiempo decrece sin limite hacia — oo
la funcion lo hace de la misma manera.
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cuestion de la complecion del campo vectorial. Con esto ya se rompe
el marco del RG y se entra en la red de definiciones sucesivamente
mas “rigurosas” que cambiardn el sentido del teorema original por-
que generalizan y tornan mas rigurosos los conceptos involucrados.
A continuacién, Birkhoff establece la definicién de estabilidad de
Poisson, que es una caracteristica del movimiento recurrente, clasi-
fica los tipos posibles, discurre acerca de los conjuntos perfectos'’ e
introduce y ejemplifica un movimiento discontinuo.

3.3 En la obra de Birkhoff, el problema de la estabilidad y su defini-
cién no esta claro, no obstante, se puede leer Roque 2011 para iniciar
la reflexiéon alrededor de la cuestion. Comienza, como se mostrd en
la seccion 3.2, con el marco tedrico preformal de Poincaré y lo for-
maliza mediante la generalizacién de los conceptos. Si se recurre a la
terminologia de Lakatos (1976) se obtiene un problema. De acuerdo
con la narrativa de este autor, la “extension de conceptos” es una
técnica escéptica para generar contraejemplos. Birkhoff no alude a
ninguno. Toma el marco preformal de Poincaré y de manera direc-
ta extiende (generaliza) los conceptos. Por ende, aunque quiza podria
haber construido contraejemplos prefiere irse por el lado positivo. En
lugar de refutar de manera directa para poder generalizar, introduce
un nuevo tipo de movimiento como medio para motivar la introduc-
cion de otra concepcion de la generalidad. Esta forma de proceder
se denominard “refutacién indirecta” porque en si no refuta, mas
bien ilustra usando algo que no puede conceptualizarse en el marco
preformal de los limites del mismo. Lakatos creia que la extension
de conceptos concluia en la pura forma logica o en la mera irraciona-
lidad. Sin embargo, mediante “refutacién indirecta”, a los términos
se les puede dotar de un nuevo significado sin rebasar la matematica
informal y esa forma de proceder continuaria indefinidamente. Asi,
Birkhoff (1927a y 1927b) no cej6 en su producciéon de concepciones
de la estabilidad, ya que generd un programa de investigaciéon cuyo
culmen, uno de tantos, fue dar un nuevo significado a las ecuaciones
hamiltonianas de la dindmica. De acuerdo con Birkhoff, existe, no sin
razones, cierta tendencia a rodear de misterio las ecuaciones de Ha-
milton debido a su forma. Por ende, para racionalizar esa situacion,
Birkhoff sostiene que el tnico significado de esas ecuaciones es que
poseen la caracteristica de “estabilidad formal completa”, y demues-
tra que cualquier sistema de ecuaciones con esta propiedad puede
transformarse a la forma hamiltoniana. Aqui ya no hay argumentos

1 . . . .
"Se les denomina asi a aquellos que carecen de puntos aislados. Este tipo de
puntos no son de acumulacion de alguna secuencia.
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plausibles, sino definiciones que quieren ser precisas. Se prescinde de
imagenes para sustituirlas por postulados convenientes. La construc-
cién del conocimiento matematico se aleja del patréon explicado en 2.3
porque ya no se pedirdn, en la constitucién del teorema, argumentos
de plausibilidad, sino definiciones y dominios de las definiciones. Se
quiere pasar de la supuesta conjetura a la demostracion del teorema
obviando los argumentos coloridos. Y estos son, como se sabe, los
motivos para creer en el teorema.

4. Los modelos de las premisas

4.1 Hemos visto que el teorema de recurrencia, tal cual lo presenta
Poincaré, se integra de cuatro pasos interrelacionados:

1. La motivacién del teorema, que se compone de los elementos que
le garantizan su plausibilidad.

2. La demostracién de una recurrencia.
3. La demostracién de infinitas recurrencias.

4. La demostracion de la probabilidad nula de las trayectorias no
recurrentes.

Sin embargo, retomando los puntos (a)—(b) de la seccion 2.3 es
muy simple imaginar contraejemplos. En este punto se necesita intro-
ducir una distinciéon. Los argumentos verbales presentan condiciones
que un “modelo” de las mismas puede satisfacer. Aqui “modelo” tie-
ne el mismo sentido que en geometria: los axiomas de Euclides son
condiciones que satisfacen algunos espacios, pero no todos. Luego,
las objeciones 2.3 (a) y 2.3 (b) nos indican que no se ha construido
un adecuado modelo matematico, es decir, un modelo en la teoria de
conjuntos. Por lo tanto, precisar el modelo es precisar los conjuntos
que satisfacen esas condiciones. Aqui entran, entonces, las teorias
de la integracion de Lebesgue, para remontar 2.3 (a), y el concepto
de “transitividad métrica” para tratar de remontar 2.3 (b), lo que im-
pone la necesidad de demostrar la compleciéon de un campo vectorial
dado en condiciones cada vez mis generales. Lo que es un problema
de analisis global. Por ende, la supuesta simplicidad del teorema es
un derivado de su CP'8 y se debe concluir que TR no era un “teore-
ma” porque apenas se tienen dos pasos que, aunque fundamentales,

" En contraste con lo simple de su estructura, el TR posee cierta complicacion
historica, pues se enuncié tras descubrirse un error en el teorema principal de
estabilidad en la primera version de Poincaré (1890). Esta gané un premio que
ofreci6 el rey de Suecia y Noruega, Oscar II, en 1889. Tal es un tema subyacente
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no garantizan la demostrabilidad del mismo. Se cuenta con una serie
de ejemplos que motivan el teorema, y una secuencia de razonamien-
tos llenos de omisiones, que inducen a creer en el enunciado. Pero
no hay demostracion debido a los vacios distinguibles en el argu-
mento. Por lo tanto, no se puede asegurar que se conoce el teorema
de recurrencia, en el sentido que se explico en la seccion 2.3. En
otras palabras: no hay un modelo funcional de las imigenes que nos
trasmiten los ejemplos ni de los argumentos verbales que nos llevan
a creer en el TR. Por lo tanto, es una “conjetura”. Pero esto es asi en
retrospectiva, no desde el punto de vista de la época de Poincaré, que
si creia tener un teorema pleno. En los libros de mecanica clasica de
nivel intermedio e incluso avanzado no suele enunciarse el teorema
de recurrencia, y cuando se hace estd incompleto, pues falta el coro-
lario, lo que es incoherente tanto tedrica como histéricamente. Kurth
(1960) no es una excepcion, introduce el teorema desde la mecénica
estadistica, que es el contexto mis comin para enunciarlo, pues se
utiliz contra el teorema de H de Boltzmann. Pero Kurth (1957) si
introduce un tratamiento bastante detallado del teorema con concep-
tos modernos que explica con detalle, y no olvida el corolario como
parte del teorema de la recurrencia. Arnold (1989) sélo discute el
teorema de recurrencia sin el corolario, pero su manera de demostrar
el teorema es preferible a la de Kurth, pues la notacion de este altimo
es plimbea. En la siguiente seccion se explican algunas versiones del
teorema de la recurrencia mas o menos modernizadas.

4.2 En esta seccion se exponen dos versiones de la fase formal del
teorema de recurrencia, con el fin de contrastar la pobreza conceptual
de la fase preformal con la plétora de definiciones y procedimientos
de la fase formal. Pero, al mismo tiempo, resulta claro que en esta
altima no hay ejemplos “intuitivos” o “experimentos mentales”, en
cambio, en la fase preformal abundan.

Asi, pues, se requieren ciertas definiciones. Para cubrir los con-
traejemplos derivados de 2.3 (a) se introduce el concepto de espacio
medible, que es el siguiente:

a Robadey 2016, pues muestra que Poincaré enuncié el TR, y lo reelaboré con
amplitud, una vez que, en su discusién con Phragmén, se convenciéo de que el
teorema principal propuesto en la primera versiéon de Poincaré (1890) tenia un error.
Ese hecho indujo en Poincaré la necesidad de cambiar de posicién el TR dentro del
marco general de su teoria, pues de resultado ancilar adquirié una eminencia notable
junto al concepto de “estabilidad de Poisson”. Sin embargo, esa complejidad de su
elaboracion no debe ocultar que Poincaré construye un CP sencillo, que por lo
regular se perderd en enunciaciones “didacticas” del TR. El error de Poincaré se
discute en Bromberg y Pérez-Chavela 2014.
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Defl. Decimos que €2 es un “espacio medible” si, y solo si, existen
2 2
D, o, m tales que:

Al.Q=(D, o, m).
A2. D es una variedad diferenciable.
A3. 0 es una sigma-algebra de conjuntos definidos en D.

A4. m es una medida definida en o, i.e., una funcién de la forma
m: o0 — R donde R es el conjunto de los ntimeros reales.

Los elementos de la sigma-dlgebra son los “conjuntos medibles”,
en tanto que m es una “medida” que tendra las propiedades requeri-
das de aditividad para conjuntos disjuntos y continuidades creciente
y decreciente, asi como subaditividad para conjuntos no disjuntos.'”
Modelos de estos postulados son los conjuntos de Borel y la integral
de Lebesgue en R, que podemos tener en mente para evitar el vacio
de las generalidades. Pero no es necesario: el teorema de recurrencia
puede funcionar en la mas alta abstraccion, si se tienen en cuenta las
restricciones matematicas necesarias.

Volvamos ahora sobre 2.3(B). Si se establece que la recurrencia
tendrd lugar en el espacio accesible al flujo, bien puede ser un espa-
cio de un Gnico punto: el de equilibrio. El teorema es trivial. Por el
contrario, para hacer la situacion lo mas general posible: ;qué con-
diciones sobre los campos vectoriales y los espacios que recorrerdn
se deben imponer para que lleguen a todo el espacio disponible? Es
decir, en lugar de definir, a priori, que el espacio accesible al flujo
es aquel “hasta donde llegue”, cambiamos la pregunta por una mas
general: Dado un espacio fijo y arbitrario, D, jqué condiciones de
conectividad permiten que las trayectorias del flujo lo llenen?

Def2. Diremos que el conjunto D es “métricamente descomponible”
si, dado Dy con m(D;) > 0 e invariante bajo el flujo, existe un
conjunto invariante ante el flujo D2 C D de medida positiva y tal que

m(Dy — D) > 0.

Lo que esta definicion indica es que un conjunto D tiene varios
subconjuntos invariantes ante el flujo. Y si lo son, cuando una trayec-
toria entra en alguno queda atrapada. De nuevo es la misma idea que
la de conjunto minimal de Birkhoff. Con esto se enuncia el siguiente

19 Véase Saks 1937.
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Teorema de recurrencia (7Tr).

Dado el flujo g : N x RN — R" biyectivo definido sobre una region
D métricamente indescomponible, entonces las condiciones:

i. Volumen finito m(D) < oo.
ii. Preservacion de volumen: m (g"D) = m(D).

iii. Cobertura de D por los conjuntos: ¢, A4 = A,; i.e., para todo n,
A, C Dy existe un m tal que | JI2, 4; = D.

son suficientes para que exista recurrencia.
Demostracion:

Supongamos que los conjuntos A, son disjuntos, i.e., supongamos
que nunca hay recurrencia alrededor de un pequefio entorno del
punto en movimiento. Por lo tanto, tendremos, directamente de las
propiedades de adicién de la funcion que mide el volumen y de la
condicién iii:

=0

Pero de la preservacion del volumen, condicién i, tenemos:

Zm(Ai)Zm(AO)ZIZOO

1=0 1=0

Cosa que contradice una de las premisas. Ergo, los conjuntos A4; no
son disjuntos. QED.

Ahora una demostracion del corolario:

Corolario al teorema de recurrencia: Sea B un subconjunto medible
de RY y sea G C B tal que si x € G entonces existen un néimero [ de
tiempos de retorno, ny,...,n;, con [ — +00 tales que, para cualquier

J» &x € B.Luegom (B/ G) = 0.

Comentario: Como se puede apreciar, si G es el conjunto de puntos
recurrentes de B, el conjunto de puntos no recurrentes es B/G.

Dem. Se define el conjunto de trayectorias:
AN = U gnB
n>N
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Cada uno de estos conjuntos se diferencia del anterior porque se
cambian las condiciones iniciales. 4y es un conjunto de trayectorias
que comienzan en B y a partir de ahi se unen los puntos de este con-
junto con las subsecuentes imédgenes bajo el flujo, lo que permite una
representacion ingenua de la trayectoria como un conjunto de “lineas
de fuerza” o “lineas de flujo”. Con A la situacién es similar, pero
las condiciones iniciales se toman de gB. Si se toma la interseccion
de estos conjuntos, desde 0 hasta infinito, nos queda el limite de las
trayectorias:

+0o0o
S = (4w
N=0
Es claro que 49N A7 no tiene puntos en B, pues este conjunto esta
excluido de A4y. Y asi sucesivamente. En la teoria de la integral se
denomina a S el limite superior de la secuencia de conjuntos g" B.%
Luego, es inmediato que cualquier punto recurrente tendra, en el
tiempo ¢ = 0, una posiciéon en B, pero debido a que recurre, tendra
otra posicion en B en un tiempo posterior, en el “lejano futuro”. Por
ende, el conjunto B y el conjunto S tienen puntos comunes. Esto es
G = BN S. Debido a que los conjuntos Ay estan anidados, tal que
An+1 estd contenido en Ay, la secuencia se dice “descendente” (Saks
1937, p. 5) lo que la hace convergente. Ademas, se tiene que:

m(Ay+1) < m(An) < ..., < m (A4o)

Indicativo de que el limite de la secuencia es m(A4y). Si se recuerda

que para secuencias mondtonas decrecientes limy_ 100 Ay =S (p. 5)
obtenemos sin mayor esfuerzo que (p. 8):

lim m(Ay) =m( 711111 An) = m(S)

N—+oo N—+oo

Aqui la integral de Riemann falla, “en general”, pues no se pueden
intercambiar limites para funciones no acotadas o no diferenciables.
Por tanto, si se recuerda que el limite de la secuencia descendente es
m(Ay), obtenemos:

m(S) = m(4o)

Si esto es asi, significa que los conjuntos S y Ay tienen la misma
medida. Por ende, también SN By Ay N B = B la tienen. Es decir:

2 Véase Saks 1937.
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m (G) = m(B). Asi que el conjunto de puntos no recurrentes tiene
medida nula. QED.

Arnold (1989) demuestra el teorema de la recurrencia de manera
tan simple que vale la pena recordarlo. Lo enuncia de la siguiente
manera:

(AR) Sea g un mapeo uno a uno, continuo y preservador del volu-
men, que transforma una region acotada D del espacio euclideano
en si misma: gD = D. Entonces en cualquier entorno U de un
punto cualquiera de D hay un punto x € U que recurre sobre U, i.e.,
g"x € U para algin n > 0.

Y lo demuestra como sigue:

(DAR) Consideremos las imagenes de un entorno U:

U, gU, &U,...,g"U

Todas tienen el mismo volumen. Si nunca se intersectan D tendria
volumen infinito. Por lo tanto, existen & > 0yl > Oconk > |
tal que:

ZU N gU # 0

A partir de este punto la aplicacion de la inversion temporal es la
parte final de la demostracién. Se puede notar la enorme distancia
entre Tr y AR con el TR de la seccion 2.1. Para Poincaré, y con él
todo el siglo XIX, el RG operaba a nivel inconsciente, era un “habi-
to” en el sentido de Peirce. Por esto, no se insertaban condiciones
relativas a la manera en la que el mapeo correlacionaba los puntos
de un conjunto al otro, y esta era la problematica subyacente a la
generalizacion del proceso de integracion?' que es donde surgieron
las funciones “patolégicas” que llevaron a nuevos modos de concebir
las funciones y los mapeos.

Se mencion6 que las condiciones son suficientes, aunque no ne-
cesarias. Esto significa que, si bien dadas las condiciones se siguen
la recurrencia y el corolario, no es claro si un sistema que recurre
satisface todas esas condiciones. Pero, dado que las premisas son muy
claras, se pueden cuestionar una a una. ;Se puede quitar la condicion
de preservacion del volumen? Si el volumen no se preserva quedan
dos posibilidades: o se expande o se contrae.

La cuestion es: si el mapeo no preserva el volumen, jello implica
que no hay recurrencia? Es decir, jes la preservacion del volumen una

2 Véase Hawkins 1970.
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condicion necesaria de la recurrencia? Se demostrard a continuacién
que la condicion no es, en general, necesaria.

Para lograr ese resultado se introduce el caso “algebraico”, que
supondremos definido por una ecuacién en diferencias dada por:

m(g"U) =Y am(g"'U) (6)
=1

En general, si los coeficientes son constantes, la solucion de la
ecuacion en diferencias se puede obtener muy facilmente si coloca-
mos:

m(g"U) = b"m(U) (7)

lo que nos lleva a la siguiente ecuacién algebraica para b.

B =a1b" N a2+ . +ap

Que tiene n soluciones para b. Se denomina “caso algebraico”
porque las soluciones son ntimeros algebraicos. El caso particular
que nos permite mayor control sobre los valores que puede tomar
b es cuando todos los coeficientes son 0, excepto a; = 1. En esa
situacion los valores de b quedan casi arbitrarios.

Entonces se tiene el siguiente resultado.

Teorema disipativo de recurrencia (TDR)

Sea g un flujo uniparamétrico biyectivo definido en la region D. Las
siguientes condiciones:

1. D tiene volumen finito.
2. g es tal que m(g"U) = b"m(U).
3. Se satisface la condicion: m(U) > (1 — b)m(D).

4. El flujo es “completo” en el sentido de que al variar su parametro
sobre todo su rango accesible la orbita recorre todo D. O bien: D es
conjunto minimal.

5. La union de los conjuntos de la forma g"U(x) para cualquier x de
D estan contenidos en D.

6. El flujo es invariante ante inversion temporal.

Son suficientes para que, si se toma un entorno de un punto x de
D, que llamaremos U(x), entonces existan k y [ mayores o iguales a
0 tales que
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gUx)Ng'lUx#0
Demostracion:

Supongamos que los conjuntos de la secuencia U, gU, g*U,...
g"U, ..., son todos disjuntos. Por lo tanto:

= i _m<U)
ZZ:o:m(g U)—fb

pero, por otro lado, debido a que no existen intersecciones, se debe
cumplir que:

o0

> m(g'U) =< m(D)

=0

porque las imagenes de U estin todas contenidas en D. Luego, se
obtiene la inecuacién:

m(U) < (1 —b)m(D)

Que vale cuando no existen intersecciones. Pero si las hay, entonces:
m(U) > (1 — b)m(D). Si esta inecuacién no se satisface no hay
intersecciéon. Por lo tanto, debido a la condicién (3) del teorema,
notamos que si la hay. Entonces, existe recurrencia. QED.

Si se piensa “en general”, la recurrencia parece derivarse de la
preservacion del volumen por el flujo. Pero no es asi, la recurrencia se
deriva, utilizando una descripcién imprecisa, del “amontonamiento”
de los conjuntos en el espacio que le es accesible a la dindmica.
Esto parece muy claro cuando el volumen se preserva, y de hecho
en tal caso no se requieren condiciones iniciales particulares. Ahora
bien, en el caso disipativo, la “intuicién” descarria, pues induce
la creencia de que la reduccién de los volimenes es tan rapida
que no se amontonaran. No es asi, si se elige adecuadamente el
volumen inicial, la reduccion de volumen dejard de ser importante
y las iméagenes de los entornos por la dinidmica se intersectaran,
provocando recurrencia. Hay una manera mas simple de mostrar que
la causa de la recurrencia es la finitud del espacio accesible. Para ello
se utiliza una dinamica discreta, un sistema dinamico con [ estados,
como se ilustra en Wallace 2015. El teorema de recurrencia para
sistemas de estados finitos es como sigue:
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Sea S un sistema finito definido por N estados S = {a;...ay}. Se
define un operador invertible O : S — S entonces

Teorema de recurrencia para estados finitos
Un sistema con un ntmero finito de estados es recurrente.
Demostracion

La secuencia a,Oa,O%a,..., no genera un namero indefinido de
resultados diferentes, pues el sistema es finito y eventualmente habra
ny m tales que O"a = O"a. Por lo tanto: 0" "a = a. QED.

5. Conclusion

Si por “rigor” se entiende enumeracion de excepciones y su inclusion
en el teorema (Lakatos 1976, p. 24) es lo que hace Poincaré al notar
que existen excepciones al TR y disefiar un método para estable-
cer que, por improbables, se deben desdenar. A este tipo de rigor
se le denominara e-rigor, y es parte de los métodos disefiados para
reconstruir el RG.?? Sin embargo, el e-rigor evita el analisis de la de-
mostracion. Del analisis de esta surgen los CGD, que Birkhoff utiliza
para introducir no un contraejemplo, sino un caso que no cabe en
el dominio del teorema original. De donde no hay refutacién directa
sino indirecta. Por ende, los teoremas de recurrencia de Birkhoff son
completamente diferentes a los de Poincaré porque incorporan nue-
vos conceptos surgidos del detallado analisis del teorema. Al tipo de
rigor que no consiste en la enumeracion de excepciones sino en crear
CGD resultado del analisis de la demostracién, se le llama a-rigor
(Lakatos 1976, p. 33). El problema con este tipo de proceder, y en
gran medida esa es la ruta que sigue la matematica contemporinea,
consiste en que la EF de cualquier teorema se considera apenas el
primer eslabén de una sucesion de etapas formales que no concluyen
nunca, pues cada teorema a-riguroso no lo es si, tras un anélisis del
mismo, se introducen nuevos CGD. Esta es una objecion escéptica,
por supuesto, pues del continuo crecimiento de las etapas formales se
puede inducir que no hay limite alguno, y que los nuevos teoremas se
volverdan o muy pobres de contenido o completamente ininteligibles.
Paliar esto es la funciéon de la ensefianza de las mateméticas, pues
a cada resultado a-riguroso se le disefiarda un CP particular cuando
sea posible. El a-rigor no es el final del proceso. Como se ilustré en
la seccidn 4 es posible cambiar las diferentes premisas del teorema

Z Poincaré (1905/2001, p. 214/p. 203) consideraba que el rigor que se obtenia a
fines del siglo XIX era absoluto.
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de recurrencia, de modo tal que un teorema como el TDR no es ya
ni siquiera parecido al original de Poincaré, pues elimina la premisa
de conservacion del volumen. A estos teoremas, construidos no por
introduccion de CGD tras un anilisis de la demostracién, sino por
variacidon de las premisas, se les nombra p-teoremas. De este tipo de
teoremas, con cambio en las premisas de partida, se puede encontrar
una gran variedad en Hopf 1948. Ante esa situacion, a lo que se
apunta es al teorema final, cuyas condiciones deben ser suficientes
y necesarias.”® La ruta hacia el teorema final, que debe ser pletéri-
co de contenido y al mismo tiempo mas profundo que la conjetura
ingenua, no tiene limite, o eso resulta de una “induccién pesimista”
a la vista del crecimiento del saber matematico. Ahora bien, en este
escenario la construccion de un CP para los teoremas es una practica
poco frecuente en los matematicos y logicos, porque parecen dejarla
a los docentes y divulgadores como transductores del saber erudito.
Sin embargo, es uno de los puntos capitales de la construccién del
teorema, pues todos comienzan como conjeturas plausibles, resultado
de intuiciones acerca de las relaciones entre los objetos matematicos.
El teorema de recurrencia de Poincaré es plausible a través de ejem-
plos con cuerpos gravitantes o fluidos ideales. Y estos mantienen su
atractivo pese a que el teorema enunciado por Poincaré ya haya sido
“superado” por las versiones modernas del mismo. Por eso se afirma
que los CP son invariantes historicos pues, en cualquier época, logran
hacer plausible un resultado. Demostrarlo ya es un ideal regulativo.?*
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