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0. Cada teoria empirica se aplica efectivamente a su dominio
de aplicaciones propuestas sélo bajo el supuesto de admitir un
cierto grado de inexactitud o aproximacién en el manejo de la
teoria y en la reconstruccién de los datos subsumibles bajo
ella. De facto (v quizas también por principio) ninguna teoria
empirica desarrollada funciona exactamente. El grado de in-
exactitud con que funciona una teoria puede expresarse numé-
rica o cualitativamente, segiin el tipo de teoria y de aplicacién.
En teorias empiricas “matematizadas”, es decir, teorias que
emplean conceptos métricos, se tendera a expresar (en parte)
el grado de inexactitud numéricamente, mientras que en teo-
rias “cualitativas”, es decir, aquellas que sélo usan conceptos
clasificatorios o comparativos, el grado de inexactitud asumido
explicita o implicitamente vendra dado por comparaciones no
cuantitativas. Sélo en teorias cualitativas muy burdas se pue-
de prescindir del uso (implicito o explicito) de aproximacio-
nes, pero a expensas de producir aserciones triviales, escasas
en contenido empirico y aplicabilidad tecnolégica. En teorias
cualitativas minimamente elaboradas, al igual que en las teo-
rias mas plenamente matematizadas de la fisica, habra un uso
esencial (aunque frecuentemente implicito) de aproximacio-
nes. Por ejemplo, cuando al aplicar un determinado test de
aptitud intelectual asignamos a dos individuos distintos el mis-
mo cociente intelectual y concluimos que ambos “tienen la
misma inteligencia”, sabemos que, si el test es medianamente
sensitivo, las respuestas proporcionadas por dichos individuos
no seran, por lo general, exactamente iguales; ello no nos im-
pide atribuir a ambos el mismo nivel intelectual, si considera-
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mos que dichas diferencias estin por debajo del umbral dis-
criminador del test. Asi, pues, en cualquier teoria de la per-
sonalidad que maneje conceptos (comparativos) como los de
inteligencia, neuroticidad, introversién, etcétera, y que use un
instrumental de deteccién (tests) medianamente refinado, la
aplicacién aproximativa de dichos conceptos serd ineludible.
Es obvio que estas consideraciones pueden generalizarse a
cualquier teoria, “matematizada’ o ““cualitativa”, tanto de las
ciencias naturales como de las sociales.

La importancia de la aproximacién en las ciencias empiri-
cas es obvia para los cientificos experimentales y los tecné-
logos, pero ha sido negligida por la mayoria de cientificos teé-
ricos y s6lo muy recientemente ha atraido el interés de algunos
fil6sofos. Siguiendo una linea que ya hemos presentado en
trabajos publicados anteriormente (cf. Moulines [1976 a],
[1976 b]; Jané [1980]; Moulines [1980]) en éste nos pro-
ponemos hacer una contribucién més dentro de ese programa
de investigacién. Nuestro propésito es investigar la forma 16-
gica y los requisitos generales de las aproximaciones admisi-
bles dentro de una teoria empirica. Dicho en términos kantia-
nos, se trata de indagar “las condiciones de posibilidad de toda
aproximacién admisible”.

La mayoria de los filosofos que se han ocupado de la
aproximacién dentro de las ciencias empiricas lo han hecho
desde una perspectiva “‘enunciativista”, o sea, tomando enun-
ciados empiricos (leyes o sus instanciaciones) como unidades
bésicas de anélisis y considerando la aproximacién como una
relacién entre dichos enunciados y “la verdad (= enuncia-
dos empiricos verdaderos, pero desconocidos). Asi se introdu-
ce el concepto de verosimilitud o algo parecido, se le considera
como una propiedad de los enunciados que aparecen en la
ciencia real (y que serian, por tanto, estrictamente falsos,
pero més o menos ‘“‘verosimiles”) y se intenta medir ese con-
cepto en base a su “distancia” respecto de la verdad descono-
cida. En Moulines [1976 a], p. 207, se ha sefialado por qué
este tipo de enfoque sobre el problema que nos ocupa no es ni
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formalmente conveniente ni materialmente realista. Por el
contrario, optamos por un enfoque estructural o modeloteéri-
co, que nos parece mas adecuado, y en el que la aproximacién
no es una relacién entre enunciados, sino entre estructuras que
representan modelos o partes de modelos de una teoria. La
nocién matemaitica bdsica para representar esta relacién es la
de uniformidad, y en los articulos mencionados hemos expli-
cado cémo interviene en la reconstruccién formal de las rela-
ciones aproximativas (véase, especialmente, Moulines [1976
a] y [1976 b]). Aqui no repetiremos los axiomas que deter-
minan la nocién de uniformidad; baste recordar que las uni-
formidades que nosotros usamos dentro del presente enfoque
son uniformidades modeloteéricas: los elementos de cada uni-
formidad (los llamados “conjuntos borrosos’) son conjuntos
de pares de modelos potenciales de una teoria dada; es decir,
si M, es el conjunto de modelos potenciales de una teoria (el
“aparato conceptual” de la teoria previo a la postulacién de
leyes empiricas), entonces una uniformidad U seri una enti-
dad del siguiente estrato conjuntista:

UC P (M XM,)

Cada ““conjunto borroso” elemento de U representa un cierto
grado de inexactitud con el que se comparan (se consideran
equivalentes) dos modelos potenciales. Nuestra tesis general
sobre la naturaleza de las teorias empiricas es que cada enun-
ciado particular o general (ley) de una teoria llevara asocia-
do, implicita o explicitamente, al menos un conjunto borroso
perteneciente a la uniformidad asociada a la teoria; este con-
junto borroso expresa el “margen de error” dentro del cual
consideramos vélido el enunciado en cuestién.

Ahora bien, como ya se explicé en Moulines [1976 a] y
Moulines [1980], no todos los elementos de la uniformidad
asociada a la teoria dada serin considerados admisibles a
efectos de contrastacion empirica de la teoria. Los conjuntos
borrosos “razonables”, los que efectivamente se manejan den-
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tro de una teorfa dada, formaran un subconjunto propio (“pe-
queiio”) de la uniformidad general. En este trabajo nos pro-
ponemos investigar con detalle las caracteristicas que deberéan
revestir los conjuntos borrosos admisibles en cualquier teoria.

Previamente, sin embargo, deberemos hacer algunas obser-
vaciones sobre el concepto de teoria empirica que presupon-
dremos como base para nuestras indagaciones.

De acuerdo con las ideas més recientes de la concepcién
estructural, identificamos cada teoria empirica con un arbol
o red con primer elemento (véase Moulines [1979]). Cada
uno de los “puntos” de la red representa in “elemento teéri-
co”’; los elementos teéricos inferiores son “‘especializaciones”
de los superiores. El elemento tedrico en la caspide de la red
se llama “elemento basico” y contiene la(s) ley(es) funda-
mental(es) de la teoria. (Para mayores detalles constiltese el
articulo mencionado.)

Cada elemento tedrico consta de un “niicleo” K (la parte
“formal” o “teérica”) y un dominio de aplicaciones propues-
tas I (la parte “empirica”). Entre ambas ha de mediar un
componente aproximativo que hace posible admitir que 7 se
“subsume aproximadamente” bajo K o que K se “aplica
aproximadamente” a /. Este componente aproximativo serd
una clase A de conjuntos borrosos admisibles dentro de una
uniformidad U definida sobre K. Asi, pues, cada elemento
tedrico T; de la red tendra la forma:

Tz - <Ki, Ai, 1i>

Postulamos que, en toda red teérica adecuadamente cons-
truida, la uniformidad U en la que estaran incluidas las cla-
ses A; sera la misma para todos los elementos tedricos. Este
postulado implica la homogeneidad conceptual de todas las
estructuras aproximativas en la teoria y, por tanto, la posibi-
lidad de comprarlas entre si. En este trabajo nos limitaremos
a considerar un elemento tedrico cualquier T; de una red y
los requisitos que el conjunto A; dentro de él debe satisfacer.
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Para simplificar la discusion, en lo que sigue considerare-
mos que el niicleo de cada elemento tedrico consta sélo de dos
componentes: el conjunto de modelos potenciales M, (el “apa-
rato conceptual”) y el conjunto de los modelos M (las leyes) ;
es decir, ignoramos otros dos componentes que son esenciales
para la concepcién estructural: la distincién entre el nivel
T-teérico y el T-no-tedrico y las condiciones de ligadura. Sin
embargo, esta negligencia no afecta lo esencial de las conside-
raciones que siguen. Las mismas podrian, sin duda, generali-
zarse al caso de que tuviéramos en cuenta la distincién de ni-
veles y las condiciones de ligadura. En todo caso, en el pre-
sente contexto, un elemento teérico sera de la forma:

T= <M, M, A, >

La determinacién formal de / es la siguiente. Es conveniente
considerar / no como una clase amorfa de aplicaciones indi-
viduales, sino como un conjunto de clases de aplicaciones ho-
mogéneas. Cada elemento de I, llamémosle J;. representa un
tipo de aplicaciones de la teoria. Por lo comin, una teoria mi-
nimamente desarrollada tendri varios tipos de aplicaciones,
es decir, / no sera un conjunto unitario. Por ejemplo, en la
mecéanica de particulas newtoniana, tendremos un gran nimero
de tipos de aplicaciones: planetas, cometas, proyectiles sobre
la superficie terrestre, péndulos, cargas eléctricas, resortes,
choques, etcétera. Cuando se discute si un determinado fené-
meno pertenece o no al campo de aplicaciones de una teoria,
no se suele considerar ese fenémeno como un hecho aislado,
sino como una clase de fenémenos “empiricamente equivalen-
tes”. Asi, no se discute s6lo si las mareas que se dan en las
costas del Mar del Norte constituyen un caso subsumible bajo
la mecanica newtoniana, sino si lo son todos los casos de
marea en cualquier lugar de la superficie terrestre.

Dado que cada uno de los casos individuales estd descrito
en el aparato conceptual de la teoria (de lo contrario no
podriamos ni siquiera plantear la cuestién), formalmente de-
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beremos considerarlos modelos potenciales de la teoria, o sea,
elementos de M,. Y dado que I es un conjunto de clases de
casos equivalentes, tendremos que IC P (M,). La cuestion
de relevancia empirica a averiguar es entonces, si también
IC P (M) o no. Si la respuesta es afirmativa, diremos que
la teoria funciona bien; si es negativa, diremos que funciona
mal o, por lo menos, no muy bien. Pero ya hemos insinuado
que en la ciencia real nunca tendremos una respuesta exacta
a esa pregunta; la relacién entre I y P (M) sélo podrd ser
aproximativa seglin un grado de aproximacién admisible en
el mejor de los casos.

Es razonable suponer que las diversas clases de aplicacio-
nes homogéneas que constituyen I son disjuntas entre si. A
primera vista, esto parece obviamente falso: un mismo objeto
fisico puede considerarse plausiblemente dentro de dos tipos
distintos de aplicaciones, por lo que dos clases J,, J, de I po-
drian tener una interseccién no vacia. Por ejemplo, podria ar-
giiirse: podemos tener el mismo objeto (un reloj de pared)
dentro de la clase de los péndulos si lo usamos como reloj
y dentro de la clase de los proyectiles si los arrojamos por la
ventana. Pero en esto se olvida que, aunque intuitivamente se
trata del mismo objeto, dentro de la teoria le corresponderan
dos descripciones distintas (una como péndulo y otra como
proyectil ), o sea, dos modelos potenciales distintos; en defini-
tiva, para la teoria se tratara de dos “objetos” distintos. Hasta
donde alcanzamos a ver, esta consideracién se puede genera-
lizar a todos los casos de aparentes intersecciones comunes a
clases distintas de aplicaciones. Por lo tanto, es plausible re-
construir / como una particién en clases de equivalencia de
modelos potenciales.

1. En tratamientos m4s tradicionales de la aproximacién en
las teorias empiricas se expresan las relaciones aproximativas
mediante los recursos de la “epsiléntica”, es decir, se presu-
pone la métrica estindar sobre los nimeros reales y se esta-
blece 1a comparacién solamente entre los valores que toma
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cada funcién métrica dada. Cada €>0 expresa un cierto grado
de aproximacién para una funcién dada. Esto excluye la posi-
bilidad de hacer una comparacién aproximativa simultinea
entre varios conceptos de una teoria. Esta forma de proceder
concuerda con el espiritu general de lo que Stegmiiller ha lla-
mado el “andlisis microlégico” en la filosofia de la ciencia, en
el que las Ginicas relaciones que se consideran son de “término
a término” o de “enunciado a enunciado”. Por otro lado, el
uso exclusivo de la epsiléntica para expresar relaciones apro-
ximativas no permite por principio establecer comparaciones
entre conceptos no métricos.

En cambio, nuestro uso de uniformidades para expresar la
aproximacién empirica supera esas dos graves desventajas del
andlisis microlégico. El uso de uniformidades incluye, natu-
ralmente, como caso especial las aproximaciones expresadas
al estilo de la epsiléntica; en una palabra, es mas general.
Las uniformidades permiten la consideracién aproximativa de
modelos globalmente considerados, es decir, tomando varias
funciones métricas a la vez, y también permiten dar un sentido
preciso a la aproximacién de términos “cualitativos” — la
aproximacién no métrica.

Para ver esto més claramente, consideremos un ejem-
plo. Supongamos que nos interesa establecer comparaciones
aproximativas entre cinemaéticas, es decir, entre configuracio-
nes de trayectorias posibles de particulas en el espacio (6rbi-
tas de planetas, por ejemplo). Independientemente de cuéles
sean las leyes que vayamos a aplicar (las de Kepler, las de
Newton, las relativistas, etc.), cada cinemdtica serd desde
nuestro punto de vista un modelo potencial de cierta teoria.
Para fijar ideas, consideraremos que cada cinemética (cada
trayectoria) vendra determinada por un conjunto de particu-
las P (uno o varios planetas, por ejemplo), la fijacién de una
“posicién inicial” s(p) para cada p de P y las velocidades an-
gulares respectivas para cada p, @ (p). (Para simplificar la
discusién, vamos a prescindir de la mencién explicita del tiem-
po y a considerar que la velocidad angular es uniforme para
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cada p de P.) Entonces, cada cinematica considerada sera de
la forma

a= <P,s, 0>

donde P es un conjunto no-vacio de objetos, y s y @ son fun-
ciones de P sobre los reales. Si P es, por ejemplo, el conjunto
formado por el Sol, los planetas y los satélites, a sera una des-
cripcién cinemitica (idealizada) del sistema solar. Pero en
vez de ese conjunto total podriamos tomar cualquier subcon-
junto del mismo o hasta un solo planeta. O también, para un
mismo conjunto P, podriamos considerar distintas posiciones
iniciales y velocidades de los planetas. Cada una de estas
descripciones cinemiticas posibles es un modelo potencial de
una teoria planetaria.

¢Qué tipo de comparaciones aproximativas pueden plan-
tearse para estos modelos? Esti claro que algunas descripcio-
nes cinematicas de “la misma” configuracién de planetas,
aunque estrictamente distintas, se consideraran muy préximas
entre si — equivalentes a efectos de la aplicacién de la teoria
que estemos manejando; otras, en cambio, se considerarin
demasiado divergentes para ser aceptables. Por ejemplo, si dos
astrénomos en observatorios distintos fijan la posicién inicial
de un mismo planeta en el mismo instante y constatamos que
entre ambos valores hay una diferencia de unas pocas décimas
de segundo de arco, probablemente consideraremos ésa una
diferencia irrelevante para efectos teéricos (al menos dentro
de cierta teoria) y diremos que hay una “buena aproxima-
ci6n” entre ambas descripciones. Explicaremos la divergencia
por factores no teéricamente relevantes, como pequefias dife-
rencias en la calibracién de los micrémetros respectivos, en
los tiempos de reaccién de cada uno de los astrénomos, etcéte-
ra. En cambio, si la divergencia fuera de varios minutos de
arco, diriamos que alguna de las dos descripciones, o ambas,
es inaceptable, o bien que algo anda mal en la teoria. Lo
mismo se aplicaria a dos determmacmnes distintas de la velo-
cidad angular. :
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Asimismo, podemos establecer comparaciones aproximati-
vas de caracter no-métrico sobre el conjunto P. En primer lu-
gar, éstas pueden referirse al nimero de elementos de P
considerados. Por ejemplo, dentro de cierta teoria planetaria
es probable que dos descripciones cinematicas del sistema
planetario que coincidan en todo excepto en que una de ellas
ignora uno de los satélites menores de Saturno que, en cambio,
la otra incluye, se considerarin como muy aproximadas y
equivalentes para muchos efectos. En cambio, en ninguna teo-
ria planetaria se considerara que una descripcion del sistema
planetario en que falte Jipiter es una buena aproximacién
de otra en la que se incluya este planeta. Nétese que, en
este tipo de consideraciones aproximativas sobre el conjunto
que constituye el dominio de cada modelo (un conjunto de
particulas en el presente caso), juegan un papel tanto las di-
ferencias entre el ntimero de elementos considerados como las
debidas a la importancia teérica asignada a algunos de estos
elementos en particular. (Quitar, o no, del sistema solar cierto
niimero de satélites menores o de asteroides puede carecer
relativamente de importancia para calcular las 6rbitas de los
demas cuerpos del sistema; pero quitar o no a Jipiter es ab-
solutamente decisivo.) Estas comparaciones aproximativas
sobre el nimero y la importancia de los elementos de P son
“cualitativas” en el sentido de que no son expresables en tér-
minos “epsilonticos”, mediante la métrica estandar sobre los
reales.

Otro tipo de consideraciones aproximativas cualitativas son
las que se refieren a la descripcion de la naturaleza misma de
cada uno de los elementos de P. Por ejemplo, para una deter-
minada teoria planetaria (en una determinada fase histérica
de la mecénica celeste, pongamos por caso) pudo considerarse
que una descripcion de los planetas en que éstos aparecieran
como esferas era una buena aproximacién de una descrip-
cién en que aparecieran como elipsoides de escasa excentri-
cidad (““un poco chatos™). Pero en otra teoria (en una fase his-
térica posterior) ya no se consideraria asi; en todo caso, se
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tomaria como buena aproximacién sélo la relacién entre un
elipsoide y un geoide (= elipsoide “arrugado” por montafias
y valles). Tampoco ésta es una diferencia que normalmente se
intente expresar en términos “epsilénticos”.

En la comparacién aproximativa global entre dos cinema-
ticas planetarias intervendran, pues, varios componentes si-
multineamente: las diferencias métricas entre las posiciones
iniciales respectivas y entre las velocidades angulares respec-
tivas, entre el niimero de elementos considerados en cada caso
y su importancia relativa, entre las descripciones de la forma
de cada elemento, y quizas algunos factores mas.

Sistematicemos estas diferencias aproximativas de la si-
guiente manera. Para expresar la diferencia entre posiciones
y velocidades utilizaremos, como es usual, niimeros reales po-
sitivos €, 8, respectivamente. Fijando ciertas cotas superiores
€, 0o, diremos que hay una aproximacién admisible entre las
posiciones de cada particula en dos modelos distintos si el
valor absoluto de la diferencia de posiciones es menor que
€; anilogamente para las velocidades respecto a o,

Ademas, diremos que el conjunto P de un modelo potencial
a es una buena aproximacién del conjunto P’ de otro modelo
potencial @’ si ambos estin relacionados por una relacién de
semejanza fuerte, que simbolizaremos por ~ y que admitimos
que es reflexiva y simétrica. La relacién ~ es una primitiva
en la presente reconstruccién. Sin embargo, podemos tratar
de acotarla al méaximo, especificando algunas condiciones se-
miformales que deberd satisfacer en cualquier caso. Para
formularlas, es conveniente introducir cierta terminologia es-
pecial.

Objeto importante: Sea P el conjunto basico del modelo
a. Diremos que un objeto p € P es importante para la teoria
en cuestién si, bajo el supuesto de que se cumpliera que a
estdi en el dominio de aplicaciones I, el modelo po-
tencial a* constituido igual que a con la salvedad de que
P* =P —{p! necesariamente cumpliria que a* no esta
en I. (Nétese que para formular este requisito hacemos uso
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de un condicional subjuntivo, por lo que la posibilidad de
formalizar esta condicién completamente depende de la
aceptacién de una légica de condicionales subjuntivos apro-
piada.)

Descripciones muy parecidas de objetos: Esta es una con-
dicién que inevitablemente se expresard de manera infor-
mal, al menos en el presente contexto. Sélo precisaremos lo
siguiente. Suponemos que la comunidad cientifica que ma-
neja la teoria en cuestién dispone de criterios intersubjeti-
vos para decidir si dos descripciones hechas en el lenguaje
usado por esa comunidad son muy parecidas entre si o no.

Cuasi-biyeccion: Sean P y P’ dos conjuntos basicos de
dos modelos potenciales y sea R C P X P’. Diremos que R
es una cuasi-biyeccién entre P y P’ si y sélo si: Existen

Qr € Py Qp» C P tales que

8) //0u/) > /1P =Qu/ /3
by //Qe// > //P" —Qr//;
c) R: Qp =/ Q» y R es biyectiva.

Ahora podemos dar condiciones necesarias para que ~ sea
una relacién de “semejanza fuerte”.

P ~ P’ s6lo si:

1) ~ es una cuasi-biyeccién entre Py P’ (relativa a ciertos
subconjuntos respectivos Qp y Qp).

2) P —Qr y PP —Qp no contienen ningin objeto im-
portante.

3) La descripcién de cada elemento de Q es muy parecida
a la descripcién de su ~ —correspondiente en Qp-.

1 //...// indica la cardinalidad de un conjunto. “> %" se lee “es mucho
mayor”. Este 1ltimo término es de uso frecuente en los textos cientificos, aun-
que obviamente impreciso. El problema de su precisién coaceptual cae fuera del
presente contexto,
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Estas son condiciones bastante fuertes de semejanza entre
dos conjuntos empiricos, por lo que alguien podria sentirse
inclinado a considerarlas en conjunto como suficientes para
la nocién de semejanza. Sin embargo, aqui queremos dejar
abierta esta cuestion.

Dado cierto p € 0r, a la imagen de p en Q- por ~ la des1g
naremos por p y, reciprocamente, dado un p’ € Qp.; p’ sera
su imgen en (p.

Ahora podemos definir la aproximacién “global” admisi-
ble entre dos cinemiticas. Dadas cierta relacion de semejanza
~, y cotas €, 8o, diremos que a = (P, s, ®> es una aproxi-
macion admisible de ' = <(P', s’ @'> (y reciprocamente) si
y solo si:

P~P" N\ VpeQ, (/s(p) — s'(P)/<& N jo(p) — @'(p')/

o).

Dadas las propiedades de ~ como biyeccién entre Qr y Qp,
de aqui se sigue que también

Vp'€Qp (/s'(p') — s(p')/ <& N Jo'(p') —o(p’)
/<80).

por lo cual la relacién de aproximacién admisible entre mode-
los es simétrica.

La uniformidad que necesitamos para expresar aproxima-
ciones entre cinematicas (“AC”) estara, pues, constituida por
conjuntos borrosos cada uno de los cuales estd determinado
por una relacién ~ y unos valores € y & especificos:

(AC) u_g=1x,y> /%, yeM, N\ P.~P, \ VpeQ,
(/s:(p) —s(B)/ <€ N Jou(p) —@*(p) / <8)i.
Es facil comprobar que el conjunto de tales u__ 5 cumple las
propiedades de una uniformidad. Un cierto grado de aproxi-

macién global entre dos cinematicas se expresara ahora en un
enunciado modelotedrico de la simple forma:

64



<a; b> €u__5

Es obvio que no todos los enunciados posibles de esta forma
producidos por la uniformidad seran considerados como ge-
nuinas aproximaciones. Si se toman cotas € o 6 demasiado
elevadas, ya no se considerard que las diferencias entre las
posiciones o las velocidades son “negligibles™. También la
relacién ~ deberé representar una semejanza cualitativa su-
ficientemente cercana. Naturalmente, estas consideraciones va-
riaran segun la teorfa que tengamos en mente aplicar y la fase
histérica de desarrollo tedrico y experimental en que se en-
cuentre dicha teoria. También variaran segin el tipo de apli-
cacién que estemos considerando dentro de esa teoria. La
aproximacién admisible entre cinemiticas sera naturalmente
mas estricta si se trata de planetas que si se trata de estrellas
y menos que si se trata de satélites artificiales. Por todo ello
resulta claro que no sera posible dar con condiciones necesa-
rias y suficientes que sean universalmente vélidas para la ad-
misibilidad de un conjunto borroso de una uniformidad dada.
En otras palabras, la nocién de “conjunto borroso admisible”
(para abreviar: “admisible””) no es formalmente definible.
Sin embargo, esto no significa que no se puedan hallar algu-
nas condiciones necesarias generales, que provienen de nues-
tra intuicién a priori acerca de lo que puede ser empirica-
mente admisible dentro de una uniformidad. Algunas de estas
condiciones necesarias fueron formuladas ya en Moulines
[1976a]. Aqui vamos a investigar esta cuestién con mayor
detalle.

2. Las dos condiciones esenciales de admisibilidad que se
habian postulado en Moulines [1976a| podrian denominarse
la “condicién de maximo” y la “condicién de relevancia apli-
cativa”. Intuitivamente, la primera significa que, por encima
de cierto grado de inexactitud, la disparidad en la compara-
cién aproximativa de dos modelos no se considerara tolera-
ble; debera haber pues una cota superior dentro de la porcién
efectivamente utilizable de la uniformidad. En aquel trabajo
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también habiamos mencionado la posibilidad de postular un
minimo en el grado de aproximacion, una cota inferior que no
puede ser superada por muy exactos que queramos ser. Puede
que el establecimiento de tal cota inferior fuera relevante
para ciertas teorias especiales, como la mecanica cuantica, o
Ja psicologia de la percepcién, o para elaborar una epistemo-
logia general que hiciera uso esencial de la idea de inexacti-
tud. Sin embargo, hasta donde alcanzamos a ver, no hay ra-
zén para postular a priori y con caricter universal la existen-
cia de tales minimos aproximativos.

El segundo requisito mencionado, el de relevancia aplica-
tiva, significa que s6lo tomaremos como admisibles aquellos
conjuntos borrosos de la uniformidad que incluyan alguna
aplicacién propuesta de la teoria; dicho atn mas intuitiva-
mente, aquellos que tengan “algo que ver” con el dominio de
aplicaciones propuestas. Una formulacién de esta condicién
més elegante que la ofrecida en Moulines [1976a] es la si-
guiente. Si I es el dominio de aplicaciones de un elemento
teérico dado, el conjunto 4 de admisibles correspondientes
debera cumplir:

A4S PMXI)UIXM))
(Recuérdese que 4 CU C P (M, X M,))

Para una formulacién adecuada del primer requisito men-
cionado, el de méximo, debemos investigar la cuestién més
detenidamente. En primer lugar, mas que de “méximo” pro-
piamente dicho, en la mayoria de los casos reales de aproxi-
macién se tratard de “supremo”. Por ejemplo, en la com-
paracién de cineméticas antes discutidas, normalmente se
escribira

/a(p) — so(P) / < &
y no

/5:(p) —su(p) / S &
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En lo sucesivo, pues, hablaremos de supremos, y diremos que
cualquier conjunto borroso “menor” (o sea, mas estricto) que
un supremo serd admisible para formular enunciados empi-
ricos de la teoria.

Definimos el conjunto de estos supremos simplemente asi:

Sup(4) =1u/ ueU N\ vu'€l (uCu’ —~ u..'/fl A) N\
AV u"eU (u” Cu—>u""€4) t.

La cuestién basica que ahora queremos plantearnos es la
de si podemos decir algo a la vez universal y formalizable so-
bre la estructura de esos supremos. Por ejemplo, si Sup(A4) es
el conjunto de los supremos admisibles para un elemento te6-
rico dado, una pregunta con sentido es: ;cuantos elementos
tiene Sup(A4)? Una primera respuesta simple seria: uno solo.
Se afirmaria entonces que, dado cierto dominio de aplicacio-
nes I que queremos subsumir bajo cierto nacleo K, habra un
maximo grado de inexactitud tolerable para hacerlo; un gra-
do que sera comin a todas las aplicaciones. Sin embargo, esta
respuesta no es plausible en general. Dado que teorias mini-
mamente elaboradas tendran aplicaciones no homogéneas, co-
mo ya hemos sefialado, la inexactitud tolerable no seré en ge-
neral la misma para aplicaciones de diversos tipos. Ya hemos
indicado que el maximo grado de inexactitud tolerable en la
determinacién de posiciones y velocidades no serd el mismo
a escala planetaria que a escala galactica, por un lado, o que
a escala de laboratorio, por otro. Habra, pues, varios supre-
mos distintos dentro de un 4 dado.

Ahora bien, tampoco parece que pueda haber varios supre-
mos para una misma clase homogénea de aplicaciones. Parece
justamente que un criterio esencial para la homogeneidad de
dos aplicaciones es que, en ambas, las determinaciones de las
funciones métricas u otros conceptos puedan hacerse con el
mismo grado de aproximacién. Esta es una cuestién delicada
y no pretendemos dar una prueba definitiva de que esto haya
de ser asi; se trata s6lo de argumentos de plausibilidad. Un
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primer contraargumento a este criterio podria ser que, con el
perfeccionamiento de los instrumentos de medida, cambiara el
grado maximo de discrepancia admisible para una misma cla-
se homogénea de aplicaciones. Esto pareceria indicar que pue-
de haber varios supremos para una misma clase homogénea
de aplicaciones, que seran distintos segiin el grado de desarro-
llo tecnolégico. Pero con esto se olvida que, con la evolucién
tecnoldgica en los instrumentos de medida, lo que cambia no
es meramente el supremo, sino el conjunto mismo de admi-
sibles 4 y normalmente también el dominio /; en realidad, lo
que tenemos aqui es el paso histérico de una red tedrica a otra
(aunque el nicleo K permanezca, probablemente, igual). El
paso del uso de telescopios épticos a los radiotelescopios den-
tro de la mecanica celeste signific6 un cambio importante en
la red teérica de dicha teoria, con consecuencias no sélo para
el conjunto A, sino también para el conjunto / (descubrimien-
tos de nuevos tipos de astros) y, posiblemente, hasta para K.
Estos cambios pueden ser debidos no sélo a variaciones en los
instrumentos materiales utilizados, sino también en los instru-
mentos formales (“operaciones de papel y lipiz’’) empleados
para determinar los valores numéricos de las funciones. Es
sabido que las grandes aportaciones puramente matematicas
de Laplace y Gauss a la teoria de errores y a procedimientos
de resolucién de ecuaciones diferenciales cambiaron la faz de
la mecanica celeste a principios del siglo x1x. En todos estos
casos es plausible admitir que ocurre el paso de una red teé-
rica a la siguiente dentro de una misma evolucién teérica.
Ahora bien, nuestras consideraciones sobre los supremos se
refieren a una misma red teérica (en un corte sincrénico de la
evolucién de la teoria). Por lo tanto, el perfeccionamiento
instrumental no afecta la idea de que, en un corte sincrénico,
cada clase homogénea de aplicaciones posee un solo supremo
aproximativo.

Otra posible objecién a esta idea seria la siguiente. Para
una misma clase homogénea de aplicaciones, y en un mismo
corte sincrénico, pueden usarse instrumentos de precision di-
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versa para hacer las medidas. Cada una de estas clases de
instrumentos tendria su propio supremo. Por ejemplo, podria
argliirse: para medir las posiciones de los mismos objetos a
escala de laboratorio a veces usaremos una vara de madera y
otras una vara de acero, y es obvio que el supremo de admi-
sibles sera distinto en uno y otro caso. En este caso seria cier-
tamente absurdo suponer que la diferencia de supremos es
debida a un cambio de fase en la evolucién teérica, es decir,
que tenemos aqui dos redes tedricas distintas. Simplemente es
el caso que dentro de una misma red y para un mismo tipo
de aplicaciones se usan dos tipos de instrumentos distintos,
con diverso grado de aproximacién. Ahora bien, esta situa-
cién no implica realmente que debamos fijar varios supremos
distintos para un mismo tipo de aplicaciones dentro de una
red. El supremo “auténtico” vendra univocamente determina-
do por el instrumento de medicién mas fino, “mejor”, que
tengamos en ese momento a nuestra disposicién. Lo que ocu-
rre es que podremos usar instrumentos peores siempre y cuan-
do sepamos o supongamos que el grado de inexactitud en la
medicién que nos daran, en ese caso particular, no sera supe-
rior al supremo del instrumento mejor. Si supiéramos que es
superior, no lo usariamos a efectos de comprobacién empi-
rica de esa teoria. (Quiza lo usariamos por consideraciones de
comodidad préctica o didictica, cuando ya estamos seguros
del buen funcionamiento de la teoria y de su aplicabilidad,
pero este tipo de consideraciones son totalmente irrelevantes
para nuestro estudio presente.)

Hay una iltima posible objecién a la tesis de la univo-
cidad del supremo para clases homogéneas de aplicaciones,
que es de caricter mis profundo que las anteriores y cuya
discusién nos permitird aclarar un punto importante acerca
de la estructura de nuestros conjuntos borrosos. La objecién
consistiria en hacer notar que, dentro de una misma clase de
aplicaciones, el supremo no es univoco porque depende de
los diversos individuos del dominio de aplicaciones. Para ilus-
trar esta objecidn, consideremos nuevamente el ejemplo del

69



sistema planetario. Tanto si consideramos este sistema como
una Gnica gran aplicacién, como si lo consideramos subdivi-
dido en varias aplicaciones (quizd una para cada planeta
junto con sus satélites), no cabe duda de que, seglin nuestras
intuiciones, este conjunto de aplicaciones constituye una clase
homogénea. Ahora bien, se podria argiiir: es obvio que en este
caso el maximo grado de inexactitud admisible en la determi-
nacién de la posicién, por ejemplo, variara segin el planeta.
Est4 claro que no hay la misma dificultad en determinar con
precisién la posicién de Marte que la de Plutén, aunque, desde
un punto de vista teérico, diriamos que ambas aplicaciones
son semejantes. En general, y en igualdad de circunstancias, a
mayor distancia del observador, mayor sera el grado de in-
exactitud admisible. Pero pueden intervenir también otros
factores en esta variacién: por ejemplo, el tamafio relativo de
cada particula o, sobre todo, el nimero de observaciones de
que dispongamos en un momento dado para cada una de las
particulas. Este naimero puede ser, en un mismo corte sincré-
nico, distinto seglin la particula, ya sea por dificultades in-
trinsecas a su observacién o por circunstancias aleatorias; y
es sabido que, por el principio de los minimos cuadrados, el
méaximo “error”’ admisible serd un valor diferente en cada
caso. La consideracién de estos y otros factores parece llevar
a la conclusién de que, en general, habrad supremos distintos,
no sélo segin el tipo de aplicacién, sino también segin cada
argumento de la funcién considerada en una aplicacién.

Esta constatacién, considerada en si misma, es correcta ; me-
jor dicho, es correcta si tomamos como supremos los valores
numéricos de funciones particulares; en una palabra, seria
vilida dentro de una concepcién “microlégica™ (enunciativa)
de la aproximacion. Pero la interpretacién de esa constataciéon
aparece distinta dentro de nuestro enfoque. Cada uno de nues-
tros conjuntos borrosos no viente determinado, como sabemos,
por valores numéricos singulares, ni siquiera por funciones o
conceptos singulares. Por el contrario, hemos visto que, en
el ejemplo considerado, los conjuntos borrosos u__ g ven-
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drian en principio determinados por la comparacién relativa
a tres conceptos a la vez: un conjunto y dos funciones. En la
versién simplificada de antes parecia que cada u__ g vendria
determinado por dos niimeros reales fijos: uno, €, para la po-
sicién, y otro, 8, para la velocidad angular. Para dar cuenta
de la constatacién anterior sobre el modo como cada particula
interviene de manera (posiblemente) distinta en el proceso de
aproximacién, lo tnico que hay que hacer es admitir que €y 8
no seran en realidad valores constantes, sino variables que de-
penden de cada particula. Dicho de otro modo, habrd fun-
ciones, llamémoslas 1 y 6, de P en IR, tales que, por ejemplo,
el valor € que escojamos para comparar aproximativamente dos
posiciones de la misma particula p serd € =7(p). Es decir,
dentro de un conjunto borroso determinado tendremos las
aproximaciones:

Vp(/s(p) —s'(p)/ <& =mn(p) N /@(p) —@'()/
<3 =10(p)).

Esto no significa que ese conjunto borroso no esté univoca-
mente determinado. En vez de la determinacién (AC) de an-
tes, tendremos ahora

(I\C*) u~€8-—_{<x, y> /x,yeMp A P2~Pv A
VpeP(/s:(p) — s,(P)/ <m(p) N
/0x(p) — @y(p) / < O(p))t

En algunos casos simples 7 y & seran funciones constantes,
pero en general no lo seran. La variabilidad de 7 y @ no es
sino un componente més, afiadido a la consideracién simul-
tinea de P, s y @ a efectos de aproximacién, que incluimos en
la determinacién de cada conjunto borroso. Y, finalmente, la
inclusién de las funciones 9 y ¢ no es ningiin obsticulo para
definir los conjuntos borrosos como elementos de una unifor-
midad, como se puede colegir facilmente al tener en cuenta
las propiedades de cualquier uniformidad “no-epsiléntica”.
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En este punto comprobamos una vez més las ventajas del en-
foque estructural de la aproximacién a través de uniformida-
des modelo-te6ricas no-métricas.

De todos esos conjuntos borrosos para cierta clase homo-
génea de aplicaciones, es plausible entonces admitir que
habra uno, y sélo uno, que venga determinado por una rela-
cién de semejanza ~ con la maxima desemejanza tolerable
y unas funciones 7 y @ con la maxima dispersién media tole-
rable. Este sera el supremo para esa clase de aplicaciones.
Por lo dicho, este conjunto borroso estard univocamente de-
terminado, y con ello quedan eliminadas las objeciones ante-
riores. Las consideraciones que acabamos de hacer pueden
generalizarse a cualquier teoria.

En principio, en cada teoria considerada podrin especifi-
carse mas detalles sobre la “estructura fina” de los supremos
y de los conjuntos borrosos admisibles. Si conocemos, por
ejemplo, el nimero exacto de particulas consideradas y admi-
timos que las funciones 7 y € son simples y faciles de compu-
tar, el supremo seré relativamente facil de determinar. En el
ejemplo anterior podriamos admitir, por razones de simplici-
dad, que siempre que comparamos dos posibles cinematicas
planetarias, tomamos P == P’ y conocemos la cardinalidad de
P://P// = n; si suponemos que M y ¢ son funciones lineales
monétonas crecientes respecto de una ordenacién de los pla-
netas previamente establecida (por ejemplo, segiin su distan-
cia de la Tierra), entonces los admisible u; vendrin deter-
minados cada uno por un vector de 2n dimensiones del tipo

€di — (€ €, & oi

19ssco 19°**% ™ n

(donde los subindices se refieren a los planetas), y el supre-
mo sera

€di, = {sup €,...,sup €,,supd ... sup8i> .
Claro que este ejemplo es una simplificacion de las situacio-
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nes concretas que encontramos en la practica. Sin embargo,
por complicadas que sean las situaciones reales con que nos
enfrentamos en la aproximacién empirica, no hay razén, des-
pués de lo dicho, para dudar de que puedan ser tratadas for-
malmente como elementos de uniformidades en la forma ex-
puesta hasta aqui.

La conclusién que se desprende de la discusién anterior es
que cada clase homogénea de aplicaciones “lleva consigo” su
propio supremo de admisibles univocamente determinado, y
que este supremo en principio se puede determinar teniendo
en cuenta todos los componentes que intervienen en la aproxi-
macién. Asi, pues, hay una funcién del dominio de aplicacio-
nes sobre el conjunto de los supremos:

@ : [ |=— Sup(4),

que le asigna a cada clase homogénea de aplicaciones J; €/
su supremo admisible correspondiente; «(/;) = uip. No
podemos postular en general que esta funcién sea una biyec-
cién, puesto que, circunstancialmente, dos clases de aplica-
ciones distintas podrian coincidir en el supremo.

De cada elemento tedrico <K;, 4;,1,> de una teoria re-
queriremos pues que //Sup(4,)// < //L//.

3. Resumamos los resultados obtenidos hasta aqui. Un ele-
mento tedérico (una “miniteoria”) T de una red tedrica sera
siempre un triplo <K, A, I> determinado de la siguiente ma-
nera:

(1) K es un nicleo (en el sentido de este término propio de
la concepcién estructural).

(2) 1P (M,).”

(3) Siendo M, el conjunto de modelos potenciales de K,
existe una uniformidad U C P (M, X M,) tal que

2 Si considerdramos el conjunto de modelos parciales M, como distinto de
M,, (distincién entre conceptos T-teéricos y T-no-tedricos), esta condicién de-
beria formularse asi: I C P (Mp,).
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(a) 4 CU.

(b) 4 S P (M XI)U (I XM,))

(c) Sup(4) #g.

(d) Existe@ : I [/ Sup(4).
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SUMMARY

In some previous writings (listed in the bibliography) the authors
have dealt with the concept of approximation in empirical science
by using a formal approach that departs froin the standard one: It does
not consider the relation of approximation as a relation between state-
ments, but as a relation between certain kinds of structures (potential
models of a theory). Within this same approach, the question is
raised now: Which approximations are (empirically) admaissible
and why? The authors try to give a general account of the con-
ditions that make an approximation between models admisible. The
discussion is illustrated by means of examples taken from plane-
tary astronomy; for example, the question: When are we going to say
that two descriptions of a planetary orbit approximate each other
within an admissible degree of approximation? And what does this
mean precisely ?

In the first part of the article, it is shown that different aspects or
factors must be taken account of when trying to give a complete answer
to the preceding questions. Some of them are of a qualitative, some
are of a quantitative kind, but all must be somehow “integrated” into
a “global” approximative relationship. The explication of such fac-
tors can only partially be carried in formal terms. The main concepts
that are involved in this explication are those of “(relative) impor-
tance” of diffcrent objects within the domain of the models; “very
similar descriptions of objects”, and “quasi-bijective correspondence
of models”. It is clear that the first two notions cannot be explicated
in purely formal or quantitative terms. This does not mean that we
cannot try to make them reasonably clear.

The second part of the article is devoted to the question of whether
the notion of a maximum degree of admissible approximation makes
sense and can be made precise. It is argued that each kind of applica-
tion of a theory must have a supremum of admissible approximations
and that this supremum is univoquely determined.

Finally, all the aspects considered in the discussion are summarized
in a set of necessary conditions for approximation within an empirical
theory.

[C. Ulises Moulines]
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