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RESUMEN: El objetivo del presente trabajo consiste en analizar las diferencias entre
los enfoques de Boltzmann y de Gibbs respecto del problema de la irreversibilidad.
Dicho anélisis nos permitird poner de manifiesto que, en las discusiones acerca de las
condiciones necesarias para la irreversibilidad, no suele advertirse que la diferencia
central entre los dos enfoques consiste en la utilizacion de diferentes conceptos
de equilibrio y, por tanto, de irreversibilidad. Finalmente se argumentard que, si
bien inicialmente ambos enfoques parecen por completo irreconciliables, existen
condiciones fisicas definidas bajo las cuales los resultados que proporcionan ambos
marcos teéricos se aproximan lo suficiente como para ser considerados igualmente
admisibles desde el punto de vista de la practica de la fisica.

PALABRAS CLAVE: irreversibilidad, Boltzmann, Gibbs, ergodicidad, grados de
libertad

SUMMARY: The aim of this paper is to analyze the differences between the ap-
proaches of Boltzmann and Gibbs with respect to the problem of irreversibility. This
analysis will allow us to show that, in the discussion about the necessary conditions
for irreversibility, it goes often unnoticed that the main difference between the two
approaches is the use of different concepts of equilibrium and, as a consequence,
of irreversibility. Finally, we will argue that, although in principle both approaches
seem completely irreconcilable, there are definite physical conditions under which
the results provided by both theoretical frameworks are similar enough to be con-
sidered equally admissible for all practical purposes.
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1. Introducciéon

En las exposiciones tradicionales, la mecanica estadistica suele ser
presentada y explicada como si se tratara de una teoria sistematica,
con una formulacién tGnica y definitiva que ya no admite disensos: sus
problemas se reducirian a meras cuestiones de interpretacion respecto
de algunos de los conceptos utilizados, como los de probabilidad o
ensemble. Sin embargo, este tipo de presentaciones oculta un hecho
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central, responsable de que la mecanica estadistica, a mas de cien
afios de su nacimiento, contintie generando profundos debates acerca
de sus fundamentos tedricos. En efecto, bajo el rotulo “mecanica es-
tadistica” se subsumen dos enfoques, el de Boltzmann y el de Gibbs,
que difieren en aspectos tedricos basicos tanto respecto de la expli-
cacion del equilibrio, como de la descripcion dindmica de la evo-
lucién hacia el equilibrio. En particular, ambas posiciones divergen
en el modo de dar cuenta del comportamiento irreversible de los
sistemas macroscopicos: en el enfoque de Gibbs la ergodicidad es
una condicién necesaria para la irreversibilidad pero no lo es el alto
ntimero de grados de libertad del sistema; mientras que en el enfo-
que de Boltzmann no es necesario que el sistema sea ergddico para
manifestar un comportamiento irreversible, pero el elevado ntimero
de grados de libertad si se considera un requisito indispensable.

En un trabajo anterior (Lombardi 2003) se ha estudiado el papel
que cumple la ergodicidad en el marco tedrico de Gibbs. El presente
trabajo contintia esa linea de investigacion: su objetivo consiste en
analizar las diferencias entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs
sobre la base de los argumentos tedrico-formales esgrimidos por los
defensores actuales de ambas posiciones antagénicas. Tal analisis per-
mitird poner de manifiesto los malentendidos conceptuales implicitos
en el debate: en la discusion acerca de las condiciones necesarias para
la irreversibilidad no suele advertirse que la diferencia central entre
los dos enfoques consiste en la utilizacién de diferentes conceptos
de equilibrio y, por tanto, de irreversibilidad en sus respectivas for-
mulaciones tedricas. Finalmente se argumentara que, si bien inicial-
mente ambos enfoques parecen por completo irreconciliables, existen
condiciones fisicas definidas bajo las cuales los resultados que ambos
esquemas tedricos proporcionan se aproximan lo suficiente como para
ser considerados igualmente admisibles desde el punto de vista de la
practica de la fisica.

2. Mecdnica y termodindmica

El problema de la irreversibilidad consiste en la pregunta acerca de
como pueden explicarse las evoluciones macroscopicas irreversibles
de la termodindmica en términos de una dindmica microscopica sub-
yacente totalmente reversible. Por lo tanto, el problema se inserta
en el marco de los intentos de reduccion de la termodindmica a la
mecanica, sobre la base del supuesto de que las regularidades ma-
croscopicas resultan de las regularidades que rigen los componentes
microscopicos de un sistema. En consecuencia, cuando en este con-

Critica, vol. 37, no. 111 (diciembre 2005)



LOS ENFOQUES DE BOLTZMANN Y GIBBS 41

texto se habla del sistema termodindmico y del sistema mecanico,
no se alude a dos entidades independientes, sino a un dnico siste-
ma bajo diferentes descripciones: como sistema termodinamico S7 o
como sistema mecanico SV,

Puesto que los desacuerdos acerca de las condiciones necesarias
para la irreversibilidad descansan sobre argumentos que utilizan el
formalismo y los conceptos basicos de la mecanica estadistica, el pri-
mer paso para analizar este debate con el rigor pertinente consiste en
precisar los elementos formales y conceptuales que intervienen en las
descripciones mecanica y termodindmica de un sistema fisico.

2.1. Descripcion mecanica

Sea SM un sistema mecéanico aislado, esto es, que no intercambia
materia ni energia con el medio; por lo tanto, el sistema conserva su
energia mecanica E); constante a través del tiempo. Si S esta com-
puesto por N subsistemas idénticos, cada uno de los cuales posee n
grados de libertad —traslacional, rotacional, etc.—, su estado queda
determinado por el valor de 2nN variables. Llamando ¢; a las coor-
denadas generalizadas y p; a los momentos cinéticos generalizados de
cada subsistema, el estado mecanico instantineo m(t) del sistema S™
—microestado mecdnico— queda definido por el valor de las 2nN
variables de estado:

m(t) = (qi(1), pi(1)) = (1(2), 42(2), -, qun (1), p1(1)s p2(2); s P (1))

El estado instantineo de SMsuele representarse en el espacio de las
fases correspondiente, esto es, una variedad diferenciable de tantas
dimensiones como variables de estado posea el sistema. En este caso,
se trata de un espacio de las fases [' de 2n/N dimensiones, donde cada
punto x(t) representa un microestado mecanico posible del sistema.

En el caso particular en el cual SM esta compuesto por N par-
ticulas puntuales de masa m, el estado mecanico de cada particula
queda determinado por el valor de 6 variables: 3 por sus coordenadas
posicionales ¢; y 3 por las componentes de su momento cinético
pi = m dg;/dt. Por lo tanto, el microestado mecanico instantdneo
m(t) de SMqueda definido por el valor de las 6N variables de estado:

m(t) = (qi(1), pi(1)) = (91(2), 42(2), - -, s (8), p1.(2), p2(2), -, pan (1))

En todos los casos, la evolucion temporal de SY se encuentra
regida por las ecuaciones de Hamilton:
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dg;/dt = OH|Op;  dp;/dt = —0H|0q;

donde el hamiltoniano H = H(q;, p;) representa la energia mecéanica
total Ey; del sistema S™. Las soluciones ¢;(t) v p;(t) representan la
evolucion temporal del sistema, dadas las condiciones iniciales g0 y
pio. En algunas ocasiones resulta conveniente representar la evolucién
dinamica del sistema SYmediante un operador U, tal que:

(q:(2), pi(2)) = Udgio. pw)
En el lenguaje del espacio de las fases, donde x = (g;, p;):
x(t) = Ut X0

Puede demostrarse que las ecuaciones de Hamilton cumplen las con-
diciones necesarias para asegurar la existencia y unicidad de sus so-
luciones para cada condicién inicial:' dado (g0, pio), existe una tnica
solucion (g;(¢), pi(¢)) de dichas ecuaciones, solucion que describe
la evolucion mecanica del sistema. En el espacio de las fases I', tal
evolucion queda representada por una trayectoria x(¢) = (¢;(¢), pi(t))
que pasa por el punto xy = (g0, pio) en ¢ = 0. Las condiciones de
existencia y unicidad también pueden expresarse en lenguaje geomé-
trico: para cada punto representativo del estado inicial, la trayectoria
que en él se inicia existe y es tnica; ademas, dado que no hay restric-
ciones para fijar el estado inicial del sistema SY, las trayectorias no
pueden cortarse en ninglin punto; es decir, no existe ningtn estado
mecanico a partir del cual el sistema evolucione temporalmente segtin
dos 0 mas trayectorias posibles.

Dado que SMes un sistema aislado, H(g;, p;) = Ey es una cons-
tante de movimiento del sistema, que define una hipersuperficie
' CI' de dimension d — 1, donde d = 2n/N es la dimension del
espacio de las fases:

Tp={x=(¢,p): H(g,p) = En}

Por lo tanto, todas las posibles evoluciones del sistema estaran repre-
sentadas por trayectorias incluidas en I'g.

'Dada una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, si se cumplen las
siguientes condiciones: (i) puede expresarse en su forma normal dx/dt = F(x,t);
(i) F(x,t) y dF /dx son continuas en un cierto dominio D del plano O.; vy (iii) («xo, 2o)
es un punto de tal dominio, entonces existe una solucién tnica x(z) de tal ecuacién
diferencial que satisface x = x para ¢t = to.
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Un importante resultado que se cumple en este tipo de sistemas
mecanicos —conservativos— es el teorema de Liouville. Sea p(q, p)
una funcion que define una medida p sobre I tal que:

n(@) =0
p(T) =1
SiACTyBCTyANB=1, entonces u(AU B) = u(A) + u(B)

La medida de un conjunto 4 C I' se define:
pw(A) = [4p(q, p)dl"  donde dI' = dg,dp;

El teorema de Liouville demuestra que dp/dt = 0, y esto implica que
la medida p se preserva a través de la evolucion:

p(UA) = p(A)

Intuitivamente, si se parte de una funcién p cuyo soporte® se encuen-
tra confinado en una cierta region del espacio de las fases, a través
de la evolucién tal region inicial puede deformarse y tornarse tan “fi-
lamentosa” como para extenderse hasta zonas distantes en el espacio
de las fases, pero su volumen permanece siempre constante.

2.2 . Descripcion termodinamica

Sea ST un sistema termodinamico aislado, esto es, que no intercambia
materia ni energia con el medio; por lo tanto, su energia termodi-
namica U se mantiene constante con el tiempo. El estado termodina-
mico M(z) de ST en el instante ¢ queda definido por un conjunto de
variables termodinamicas, entre las cuales pueden distinguirse dos
grupos:

e Las variables C} consideradas independientes por cuanto son
controlables experimentalmente: su valor se fija externamente
con independencia de la situacién particular en la que se en-
cuentra ST, Tales variables, que funcionan como parametros, se
denominan vinculos [constraints]: ejemplo tipico es el volumen
de un sistema confinado en un recipiente rigido.

2 El soporte de una funcién es el subconjunto de su dominio en el cual la funcién
adopta valores no nulos.
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e Las variables dependientes F;, cuyo valor se ajusta al de las
primeras seglin ciertas relaciones termodinamicas conocidas.
Ejemplos de tales variables son la presién y la densidad de
un sistema.

Se define como equilibrio termodindmico al estado M., para el
cual las variables termodinamicas F; mantienen su valor constante
con el tiempo: dFj,)/dt = 0. Se define la entropia S del sistema en
el estado de equilibrio M., como:

ds = dU|T

donde T es la temperatura absoluta y dU representa un incremento
diferencial de energia que conduciria al sistema a través de sucesivos
estados de equilibrio.

Empiricamente se observa que cualquier sistema termodinamico
aislado ST evoluciona irreversiblemente hacia el equilibrio: las va-
riables termodindmicas Fj(¢) varian su valor con el transcurso del
tiempo hasta alcanzar su valor de equilibrio Fj,, y a partir de alli
mantienen su valor constante; nunca se observa la evolucién inver-
sa. En termodinamica se cuenta con distintas ecuaciones diferenciales
—por ejemplo, la ley de Fourier de difusion del calor o la ley de Fick
de difusion de la materia— cuyas soluciones describen la variacion
temporal irreversible del valor de las variables termodinamicas Fj(¢).

El segundo principio de la termodindmica expresa de un modo
general la evolucion irreversible de los sistemas termodinamicos ais-
lados. Si, al cambiar el valor de los vinculos impuestos, el sistema ST
evoluciona desde un estado inicial de equilibrio M., con entropia S;
hasta un estado de equilibrio M, con entropia Ss, se cumple que:

So >5;

donde S; y Sy son funciones de estado del sistema, esto es, no
dependen de la particular evolucion temporal que describe el sistema
al pasar de M.y a M.gp.

2.3. Conexién de ambas descripciones

Bajo el supuesto de que ambas descripciones refieren a un tnico
sistema, se impone el intento de relacionar de algiin modo las varia-
bles termodinamicas macroscépicas de ST con las variables mecéanicas
microscopicas de SY, de modo tal que las evoluciones temporales
de las F;, asi como las relaciones entre ellas puedan explicarse en
términos de las ¢; y p; vy sus evoluciones temporales.
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El primer paso para conectar ambas descripciones consiste en com-
probar que ciertas variables termodinamicas pueden identificarse sin
inconvenientes con variables definidas en el plano mecanico. Por
ejemplo, el volumen de S”, que funciona como vinculo del sistema
termodindmico, puede asimilarse al volumen dentro del cual queda
confinado el movimiento mecanico de los subsistemas componentes
del sistema mecanico S™. Sin embargo, en otros casos la relacion
no es tan directa: es necesario postular una asociacion fisicamente
significativa entre las variables termodindmicas y las variables me-
canicas. Un ejemplo sencillo es el de la energia en un sistema ais-
lado: dado que no existe intercambio de energia con el entorno, la
energia termodindmica de S’ puede asimilarse a la energia mecanica
de SY —energia cinética de movimiento mis energia potencial de
interaccion—. Otro ejemplo es el de la presion: si se considera el
sistema bajo un modelo mecanico de particulas que colisionan con
las paredes del recipiente que las contiene, la presion termodinamica
de ST puede asociarse con la velocidad de transferencia de momento
cinético a las paredes del recipiente por unidad de area y unidad
de tiempo, debida al choque de las particulas de S™. En general, se
supone que el valor de las variables termodindmicas dependientes F;
queda univocamente determinado por el microestado mecanico del
sistema; por lo tanto, a cada F; de ST (con excepcion de la tempera-
tura absoluta y la entropia) se asocia una funcién del estado mecanico
de SM. En otras palabras, para cada F; se define sobre el espacio de
las fases I' una funcion de fase [phase function] f; : T' — R tal que
asigne a cada punto de I' el valor correspondiente de F;. Dada su
definicion, la funcion de fase f(x) es una funcién de muchos-a-uno,
pues toma el mismo valor para muchos microestados diferentes, esto
es, para muchos puntos del espacio de las fases.

A fin de aclarar los conceptos, consideremos el ejemplo de un gas
confinado en la mitad izquierda de un recipiente rectangular de pare-
des perfectamente aislantes. Empiricamente se observa que, al retirar
el tabique divisor entre las dos mitades, el gas comienza a difundirse
de modo tal que, luego de un cierto intervalo, acaba distribuyéndose
en todo el volumen accesible y en esta situacion permanece; nunca
se observa la evolucién inversa —el gas concentrdndose espontanea-
mente en la mitad izquierda del recipiente—.

e Si se trata de un gas altamente diluido, éste puede ser consi-
derado como un sistema mecanico compuesto por N particulas
puntuales de igual masa m, cuyas colisiones contra las paredes
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del recipiente son perfectamente elasticas. El microestado meca-
nico del sistema en el instante ¢ queda, entonces, representado
por un punto x(z) = (¢i(¢), pi(¢)) en el espacio de las fases T’
de 6V dimensiones, y su evolucién queda representada por una
trayectoria en dicho espacio, confinada en la hipersuperficie I'
correspondiente a la energia mecénica total del sistema, Ejs. Al
retirarse el tabique divisor entre las dos mitades del recipiente,
el movimiento mecanico de las particulas, inicialmente restrin-
gido a un volumen Vjp, pasa a encontrarse restringido a un
volumen Vo > V.

Segtn la descripcion termodindmica, nos encontramos ante un
sistema S”, inicialmente en el estado de equilibrio M., confi-
nado en un volumen V) y con energia termodindmica U; un
tiempo después de retirado el tabique divisor, ST adopta un
nuevo estado de equilibrio M. con volumen V7o y mante-
niendo el valor de U constante. Una variable macroscépica que
pone de manifiesto el comportamiento irreversible del sistema
es la densidad ¢ del gas en la mitad izquierda del recipiente:
en el estado de equilibrio inicial, tendra un valor 0(M,,); al
retirar el tabique divisor, ird disminuyendo con el tiempo hasta
alcanzar el valor §(M.y2) inferior al inicial. Sobre la base del
segundo principio puede afirmarse que S(M.g2) > S(M.q1).

En este caso, el volumen Vp del gas puede identificarse con el
volumen Vj; en el que se encuentra confinado el movimien-
to mecanico de las particulas (V7 = Vy = V). Dado que
el sistema se encuentra perfectamente aislado, la energia ter-
modindmica U puede asociarse con la energia mecanica total
Ey(U = Ey = E). A su vez, la densidad 0 del gas en la mitad
izquierda del recipiente en cada instante puede asociarse a la
masa total por unidad de volumen en dicha mitad, n(¢)m/(V/2),
donde n(z) es el nimero de particulas que se encuentran en la
mitad izquierda del recipiente en el instante z. Dado que n(t)
queda univocamente determinado por el microestado del siste-
ma, puede definirse una funcion de fase f5(x) que adjudica a
cada punto del espacio de las fases el valor correspondiente de 9.

Sobre la base de estas herramientas teéricas puede formularse el

nicleo del problema de la irreversibilidad: como dar cuenta de la evo-
lucién termodindmica irreversible de una variable macroscopica F(z)
en términos de la evolucion mecanica reversible de las microvariables
q:(¢) v pi(t), esto es, en términos de la trayectoria x(z) que describe

Critica, vol. 37, no. 111 (diciembre 2005)



LOS ENFOQUES DE BOLTZMANN Y GIBBS 47

el punto representativo del microestado del sistema en el espacio de
las fases. En el caso de nuestro ejemplo, el problema consiste en
explicar la evolucién irreversible de la densidad, 6(M.q1) — 0(M.y2),
en términos de la evolucién mecanica irreversible del microestado

mecanico x(¢) = (q:(¢), pi(2))-

3. Elementos de teoria ergédica

El problema que Boltzmann y sus contemporaneos intentaban resol-
ver era el referido a la evolucion temporal de los sistemas macrosco-
picos desde sus estados de no equilibrio hacia el estado de equilibrio
termodindmico. Estas cuestiones, que preocupaban a los fisicos de fi-
nes del siglo XIX, continuaron investigdndose a lo largo del siglo XX
desde un punto de vista cada vez mas formal e independiente de
caracteristicas fisicas particulares. Las investigaciones en este campo
dieron finalmente origen a lo que hoy se conoce como “teoria ergd-
dica”: una teoria matematica que estudia las propiedades estadisticas
de los sistemas dindmicos considerados desde un punto de vista to-
talmente abstracto, esto es, con independencia de la teoria fisica que
describe su evolucion temporal (¢fr. Lebowitz y Penrose 1973).

En la teoria ergddica, un sistema dinamico queda definido por una

terna (I', ¢, 1) donde:

o [' es el espacio de las fases: espacio topoldogico considerado
generalmente compacto y metrizable.

e ¢, es un flujo dindamico tal que ¢, : I' — I'(¢ € R). ¢, representa
la evolucion temporal del sistema puesto que convierte el punto
x € T, luego del intervalo ¢, en el punto ' = ¢,(x) con ' € T,
y andlogamente con las regiones de I'.

e 4 es una medida normalizada sobre I', invariante bajo el flujo
¢,: para cualquier region 4 C I' tal que u(A4) # 0, se cumple
(P (A)) = u(A). En general, la medida p(A) se considera
proporcional al volumen de la region A; en este caso, la inva-
riancia de p bajo ¢, significa que cualquier regiéon de I' evolu-
ciona segiin ¢, manteniendo su volumen constante a través de

la evoluciéon.?

3 Como ha sido sefialado, en mecanica clasica, esta invariancia de la medida en
el espacio de las fases se cumple como consecuencia de la validez del teorema de

Liouville.
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La teoria ergddica permite clasificar los sistemas dindmicos en
las siguientes clases: sistemas ergddicos, sistemas mezcladores, siste-
mas K y sistemas Bernoulli. Tales clases no son independientes; cada
una de ellas incluye a la siguiente. Por lo tanto, existe entre ellas una
relacion de implicacién: si un sistema es mezclador, es ergddico; si
es de tipo K, es mezclador; si es Bernoulli, es de tipo K; pero en
ningin caso se da la implicacién inversa.

La hipétesis ergédica fue introducida por Boltzmann en 1871; en
palabras de su contemporaneo Maxwell, la ergodicidad significa que
“el sistema, dejado por si mismo en su estado de movimiento, tarde
o temprano pasard por cualquier fase consistente con la ecuacién
de energia” (citado en Lebowitz y Penrose 1973, p. 23). En térmi-
nos actuales, “fase” significa “punto del espacio de las fases”; por lo
tanto, en la formulacion original, un sistema es ergddico si, dados dos
puntos x e y sobre la hipersuperficie de energia constante I'g, para
alglin instante ¢ se cumple y = ¢,(x). En términos atin mas sencillos,
un sistema es ergddico si el punto representativo de su estado pasa, a
lo largo del tiempo, por todos los puntos de I'g, sin quedar “atrapa-
do” en ninguna subregién de I'g. Por consideraciones dimensionales,
hoy se sabe que la hipoétesis ergddica en su formulacion original no
puede ser verdadera: dado que cualquier trayectoria en el espacio de
las fases es unidimensional, no puede “cubrir” una hipersuperficie
como 'y de dimension superior a 1. Sin embargo, la idea implicita
en las palabras de Maxwell puede conservarse mediante la hipétesis
cuasiergddica, que reemplaza “cualquier punto del espacio de las
fases” por “cualquier subregion A4 de volumen finito incluida en I'g”
y aclarando que la condicién se cumple para casi toda regién de
I'g, excepto para regiones de medida nula. De este modo, se cumple
que el punto representativo no permanezca atrapado en ninguna sub-
region de I'g, pero evitando la exigencia demasiado estricta de que
pase, a lo largo del tiempo, por todos los puntos de I'z.* Ademas, en
la teorfa ergddica actual se ha perdido ya toda referencia a la nocion
fisica de energia: I'p es cualquier superficie S del espacio de las
fases. Por lo tanto, desde un punto de vista totalmente matematico,
la ergodicidad se define del siguiente modo:

*Esta idea se expresa matemdticamente en términos del concepto de descompo-
nibilidad. Un sistema dindmico es descomponible si el espacio de las fases puede
particionarse en dos o mas regiones invariantes de medida no nula; por ejemplo,
existen A, B C Ty tales que ANB =0, AUB =Ty, u(4) # 0, u(B) # 0, y
se cumple ademds que para cualquier x € A, ¢ (x) € A y para cualquier y € B,
¢:(y) € B, para todo t. Puede demostrarse que un sistema es ergddico sii es no
descomponible.
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El sistema dinamico (I, ¢, 1) es ergédico en S CT sii para cualquier
region A C S tal que pu(A) # 0, para casi todo x € S se cumple que

{e(x)} A4 70.

Sobre la base del concepto de ergodicidad, en 1931 Birkhoff demostro
el llamado teorema ergédico segin el cual, para cualquier funcion f
definida sobre el espacio de las fases tal que f : ' =R, el promedio

(f(x)), de f sobre la region S del espacio de las fases es igual al

promedio temporal {f(x)), de dicha funcién para ¢t— oc:®

(f)p = [s f(®)dp = limroo [o f(Bi(x))dt = (f(x)),

La propiedad de mezcla es la siguiente propiedad ergddica, mas
fuerte que la ergodicidad. Formalmente, la propiedad de mezcla se
define del siguiente modo:®

El sistema dindmico (I', ¢,, ) es mezclador en S C I sii para cuales-
quiera regiones A4,B C S, se cumple que lim|, oo p(pi(A) N B) =
u(A)p(B).

Si bien puede no inferirse de un modo directo de la definicién, el
hecho de que un sistema sea mezclador en S significa que cualquier
region finita 4 C S evoluciona segiin ¢, manteniendo su medida
p(A) constante, esto es, su volumen constante, pero deformandose
progresivamente; por lo tanto, para ¢ — 00, la region inicial puede
haberse ramificado sobre toda la region S del espacio de las fases.
En un sistema mezclador, la restriccion “para tiempos suficiente-
mente largos”, en rigor para ¢ — 00, muestra que la mezcla es una
propiedad asintética: no se asegura que la ramificacion sea significati-
va en intervalos finitos de escala macroscépica.” Para que se produzca

’Este resultado tiene una importancia central en la mecinica estadistica del
equilibrio, ya que tradicionalmente se ha supuesto que la igualdad entre el promedio
en fase y el promedio temporal explica por qué el promedio en fase brinda una
adecuada prediccion del valor de la magnitud macroscépica correspondiente en
estado de equilibrio. Actualmente, este tradicional supuesto ha sido cuestionado
desde diferentes perspectivas (¢fr. Friedman 1976, Malament y Zabell 1980, Leeds
1989, Earman y Rédei 1996).

®La definicion matematica de la propiedad de mezcla fue desarrollada en la
década de 1930 por von Neumann y Hopf. Para una presentacién formal del tema,
véase Arnold y Avez 1968.

" Precisamente sobre esta base algunos autores cuestionan el papel del teore-
ma ergodico para calcular el valor de las magnitudes macroscopicas en estado de
equilibrio (¢fr. Malament y Zabell 1980). Para una discusion acerca del papel de la
ergodicidad en la mecénica estadistica del equilibrio, ¢fr. Lombardi 2003.
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una rapida mezcla, las trayectorias que se inician en puntos cercanos
del espacio de las fases deben divergir exponencialmente con el tiem-
po: éste es precisamente el caso de los sistemas K. Supdongase que,
para un dado sistema, se aplica una particién de grano grueso a su
espacio de las fases correspondiente, de modo tal que se divida en cel-
das de igual volumen; a su vez, se define la macrohistoria del sistema
como la secuencia de celdas ocupadas por el punto representativo del
estado del sistema a través del tiempo. Si se trata de un sistema K,
los tGnicos macroeventos —representados por la ocupacion de una
celda— que pueden predecirse son los que tienen probabilidad 0 o 1
independientemente de la macrohistoria del sistema.

Los sistemas Bernoulli son un tipo particular de sistemas K en los
cuales todos los macroeventos son estadisticamente independientes:
la descripcion de la macrohistoria completa del sistema no brinda in-
formacion alguna acerca del préximo macroestado. En otras palabras,
las celdas sucesivas se encuentran totalmente no correlacionadas, tal
como los nimeros que se obtienen en un juego de azar ideal: la
macrohistoria pasada resulta completamente irrelevante respecto de
los macroeventos futuros.

4. El enfoque de Boltzmann

Es ya un hecho histérico conocido el modo en que Boltzmann fue
variando su enfoque tedrico a lo largo de su vida como respuesta a
criticas a menudo convincentes (cfr. Brush 1976). El propésito aqui
no es reconstruir el pensamiento de Boltzmann desde una perspectiva
histérica, sino presentar los aspectos centrales del enfoque boltzman-
niano tal como son adoptados por sus defensores actuales.

Sea un sistema aislado con energia I = constante. Con indepen-
dencia del modelo mecanico elegido, puede asegurarse que el sistema
s6lo puede adquirir microestados representados por puntos pertene-
cientes a la hipersuperficie I'p de energia F. Si ademais se aplican
ciertos vinculos Cj, al sistema, los puntos correspondientes a los posi-
bles microestados quedan confinados en una superficie I'gc C I'y; que
suele denominarse region accesible del espacio de las fases. En nues-
tro ejemplo del gas confinado en la mitad izquierda de un recipiente,
antes de retirar el tabique divisor sblo serdn posibles los microestados
para los cuales las posiciones de las particulas se encuentren dentro
del espacio fisico definido por dicha mitad izquierda.

Sea F'(t) una variable macroscopica del sistema y f(x) su funcién
de fase asociada. Cada valor de F(¢) define una region I'(F(¢)) C I'gc
tal que:
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L(F(t) ={x€Tpc: flx) = F(t)}
Si F(t1) # F(t2), entonces I'(F(¢1)) NT(F(t2)) =0

En otras palabras, F(z) introduce una particion sobre la region acce-
sible del espacio de las fases I'g¢. Puede considerarse, entonces, que
cada elemento I'(F(¢)) de la particion representa un macroestado
Mp(¢) respecto de la macrovariable F(z).

El ntcleo de la propuesta de Boltzmann consiste en asociar la pro-
babilidad de ocurrencia de cada macroestado Mp(t) con el nimero de
microestados diferentes compatibles con él; es decir, con el ntmero
de puntos pertenecientes a I'(F(z)). Pero dado que el conjunto de
puntos de cada region I'(F(¢)) es no numerable, el modo de “contar”
microestados consiste en utilizar la medida de Lebesgue p definida
sobre I'ge que, intuitivamente, mide el volumen de cada subregion
de I'ge:

p(@) =0
w(Tec) =1
Sily, g CTee y DuNTp =0, entonces pu(I'y UTp) = p(T4) + u(Cp)

Desde esta perspectiva, el macroestado Mp(¢) mas probable serd
aquel al cual corresponda un mayor nimero de microestados, es
decir, el macroestado representado por la region I'(F(z)) de medida
maxima, y hacia él tenderd, con alta probabilidad, la macroevolucion
del sistema. Por lo tanto, desde el enfoque de Boltzmann, el macroes-
tado de equilibrio M., se define como el macroestado mds probable,
esto es, el representado por la region I'(F,,;) de medida maxima.

De aqui surge la idea de Boltzmann de identificar la entropia de
cada macroestado con una medida del nimero de sus microestados
compatibles. En el lenguaje del espacio de las fases, la entropia de
Boltzmann se define, entonces:

Sp(Mp(t)) = k log p(T'(F(t)))

donde £ es la constante de Boltzmann. Dado que la region correspon-
diente al macroestado de equilibrio es la que posee medida maxima,
en cualquier evolucion que parte de un macroestado Mp(ty) vy se
dirige al equilibrio Mfp,,, la entropia, con alta probabilidad, tiende a
aumentar, en concordancia con el segundo principio de la termodi-
namica:

SB(MFeq) > SB(MF(tO))
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Hasta aqui se han conectado las descripciones macroscopica y
microscopica para cualquier instante. El paso siguiente consiste en
relacionar ambas evoluciones:

e En el micronivel, dado un microestado inicial representado en
el espacio de las fases por xp en i, el sistema evolucionara
mecanicamente describiendo una trayectoria x(¢) en I'g¢; por lo
tanto, la funcion de fase f(x) describird una evolucion f(x(¢))
partiendo de su valor inicial f(xo).

e En el macronivel, dado el valor inicial F () de la macrovariable
correspondiente al macroestado inicial Mp(t), el sistema evo-
lucionard termodinamicamente segin la ecuacién de evolucion
macroscopica para F(z).

(Qué se requiere para que la macroevolucion termodindmica F(z)
surja a partir de la microevoluciéon mecanica x(¢)? Se requiere que,
no so6lo xp, sino todos los microestados compatibles con F(zy) den
lugar a microevoluciones que conduzcan al sistema, luego de un
tiempo ¢, a microestados compatibles con F(z). En términos de la
geometria del espacio de las fases, es necesario que en todos los pun-
tos pertenecientes a I'(F(Zy)) se inicien trayectorias que, luego de un
tiempo ¢, conduzcan al sistema a puntos pertenecientes a I'(F(¢)).
Esta condicién se cumple trivialmente en el caso de macrovaria-
bles correspondientes a magnitudes que se mantienen constantes con
el tiempo, como la energia F del sistema: para todo microestado,
JE(x0) = fE(x(2)) y, por tanto, Fr(ty) = Fg(t), para todo ¢ El caso
interesante es el de las ecuaciones macroscopicas no t-invariantes
(por ejemplo, Navier-Stokes, Boltzmann, difusion, etc.) que definen
macroevoluciones F(ty) — F,,. Aqui debe probarse que, en todos los
puntos pertenecientes a I'g = I'(F(#)), se inician trayectorias que,
luego de un intervalo suficientemente largo, conducen al sistema a
puntos pertenecientes a la region de equilibrio I',, = I'(F,,).

Lo dicho hasta aqui puede aplicarse al ejemplo del gas confinado
en la mitad izquierda del recipiente, donde la macrovariable F(t)
relevante es la densidad 6(z) en dicha mitad izquierda. En el ins-
tante ) en que se retira el tabique divisor, §(¢) tiene un valor ini-
cial 0(#p); la ecuacion de difusién describe una macroevolucion que
tiende al estado de equilibrio ., luego de un tiempo suficientemen-
te largo: 6(¢9) — 0.4 En este caso debe cumplirse que todas los
microestados compatibles con la densidad inicial §(zy) den lugar a
microevoluciones que, luego del tiempo considerado, conduzcan a
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microestados compatibles con d,,. No siempre es facil probar que
la condicion de compatibilidad se cumple, pero puede lograrse en
algunos casos particulares; no obstante, ello exige ciertas restricciones
fundamentales.

En primer lugar, no es estrictamente cierto que todos los micro-
estados compatibles con F(t)) den lugar a evoluciones que conducen
a microestados compatibles con F(t): siempre existirin microesta-
dos compatibles con F(zy) que, en lugar de conducir al sistema al
macroestado definido por el valor de equilibrio F,,, dan origen a
evoluciones antitermodinamicas que alejan al sistema del equilibrio.
Esto implica cierta restriccion respecto de las condiciones iniciales
microscopicas del sistema: el enfoque boltzmanniano exige que las
condiciones iniciales conflictivas sean suficientemente “atipicas” en
el sentido de su infima probabilidad de ocurrencia; el volumen que
ocupan debe ser inferior en muchisimos 6rdenes de magnitud al volu-
men de la regién correspondiente al macroestado de equilibrio. Este
requisito conduce, a su vez, a otro ingrediente esencial del enfoque de
Boltzmann: la necesidad de un elevado ntimero de grados de libertad
del sistema.

Si las variables macroscopicas evolucionan hacia su valor de equi-
librio, jecémo explicar que nunca se observe la evolucion inversa? La
respuesta se basa en la relacion existente entre probabilidad y volu-
men en el espacio de las fases. El hecho de que las macroevoluciones
se dirijan al equilibrio con una altisima probabilidad —que justifique
la no observacion de evoluciones antitermodindmicas— sdlo puede
explicarse si la probabilidad del macroestado de equilibrio Mp,, es
enormemente superior a la probabilidad de cualquier macroestado
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inicial de no equilibrio Mz(zy). Esto supone una enorme disparidad
entre los volimenes de las regiones asociadas: j(I'o;) >> p(I'g). Pero
tal desigualdad s6lo se cumple en sistemas con un altisimo ndmero
de grados de libertad. Este es el caso de los gases: para un mol de
gas en un recipiente de un litro, la relacion entre ambas medidas
es del orden de 2V, donde N, ntmero de particulas, es del orden
de 10®* —nimero de Avogadro = 6.10>>—. Desde el enfoque de
Boltzmann, el orden de magnitud de las probabilidades involucradas
en este tipo de sistemas permite explicar la irreversibilidad macros-
copica observada en los procesos termodinamicos.® A la base de esta
posicion subyace la idea de la imposibilidad de brindar sentido fisico
a la distincién micro/macro en sistemas de pocos grados de libertad:
asi como carece de sentido fisico hablar de la temperatura de una tni-
ca particula, tampoco parece posible definir variables macroscépicas
analogas en la evolucién de sistemas de pocos grados de libertad.

Es precisamente el elevado ntimero de grados de libertad de los
sistemas de comportamiento irreversible lo que permite a los defen-
sores de la linea boltzmanniana enfrentar la paradoja de Loschmidt.”
Llamando U, al operador que expresa la microevolucién mecanica del
sistema, y 'y a la region correspondiente al macroestado inicial de no
equilibrio, luego de un tiempo suficientemente largo, I'y evolucionara
mecanicamente hacia una regién I', manteniendo su medida constante
de acuerdo con el teorema de Liouville:

r,=uUrl w(o) = pu(Iy)

La paradoja de Loschmidt sostiene que los estados temporalmen-
te invertidos —por inversion de velocidades— de T';, T(I';), deben
evolucionar segtin U, hacia los estados temporalmente invertidos de

Ty, T(Ty). Esto efectivamente se cumple puesto que T-'U, TU, =
U_,U, =1

T(Cy) = U, T(T,) = U, T(UT,) — Ty =T (U, T(UT)) = U-, UT, =T,

8 Lavis (2005, pp. 255-256) discute las dificultades que surgen en los intentos
de definir el equilibrio desde el punto de vista boltzmanniano en sistemas de pocos
grados de libertad.

°La paradoja de Loschmidt también suele formularse en los siguientes términos:
si en un instante dado de la evolucion de un sistema se invierte el sentido de las
velocidades de todas las particulas componentes, las colisiones que se producen en
sentido inverso “remontan” la evolucion original y el sistema vuelve a su estado ini-
cial; de este modo, la entropia disminuira hasta alcanzar nuevamente su valor inicial.

Critica, vol. 37, no. 111 (diciembre 2005)



LOS ENFOQUES DE BOLTZMANN Y GIBBS 55

Pero el argumento boltzmanniano subraya que los microestados per-
tenecientes a I'; y, por tanto, también los correspondientes a T(T',),
forman un pequeiisimo subconjunto de la region correspondiente al
equilibrio I,

p(T(I)) = () = p(To) << p(le)

Por lo tanto, el conjunto de los microestados que resultan de la
inversion de velocidades —y que conducirian a una evolucion antien-
tropica— es menos probable, en muchos 6rdenes de magnitud, que
el conjunto de los microestados que conservan el equilibrio. Pero esta
enorme disparidad entre las medidas de T(I';) y I, solo se cumple
en sistemas de un elevado nimero de grados de libertad.

El elevado nimero de grados de libertad de los sistemas de com-
portamiento irreversible también brinda a los defensores del enfoque
de Boltzmann argumentos para resolver la paradoja de la recurren-
cia:'" si se intenta derivar rigurosamente las ecuaciones macroscopi-
cas irreversibles a partir de la dindmica microscépica —mas ciertas
restricciones acerca de las condiciones iniciales—, el teorema de re-
currencia de Poincaré introduce un fuerte obstaculo. La solucion
boltzmanniana consiste en diferenciar distintas escalas temporales:
una escala en la cual se produce la convergencia hacia el equilibrio, y
otra, mucho mayor, en la cual tiene lugar la recurrencia de Poincaré.
Pero el tiempo de Poincaré aumenta rapidamente con el aumento del
ntimero de particulas del sistema —en particular, tiende a infinito
cuando el nimero de particulas tiende a infinito—: por lo tanto, la
diferencia entre ambas escalas temporales se encontrard mejor defini-
da cuanto mayor sea el niimero de grados de libertad del sistema.

Sobre la base de la presentacion de este enfoque, queda claro que
la explicacion boltzmanniana de la irreversibilidad no requiere que el
sistema sea ergodico; sdlo exige que todos los microestados compati-
bles con el valor inicial de la macrovariable considerada conduzcan

1 Mediante las herramientas de la mecanica hamiltoniana, Poincaré demostrd que
todo sistema mecanico de energia finita, confinado en un volumen finito y compuesto
por particulas cuyas interacciones dependen sélo de su posicion, luego de un tiempo
suficientemente largo retorna indefinidamente cerca del estado inicial; es decir, se
comporta cuasiperiédicamente. Tal resultado se conoce como teorema de recurren-
cia de Poincaré. Sobre la base de este teorema, Zermelo formulé la paradoja de
la recurrencia: el segundo principio de la termodindmica no admite demostracion
mecanica alguna puesto que, mientras tal principio describe la evolucion irreversible
de un sistema desde un estado de menor entropia hasta el equilibrio de entropia
maxima, cualquier sistema mecanico aislado debe volver a una configuracion indefi-
nidamente proxima a aquella de la cual partié.
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al sistema a microestados compatibles con el valor de equilibrio de
dicha macrovariable. Pero esta exigencia es mucho mas débil que la
condicion de ergodicidad, puesto que no establece que el microestado
del sistema deba recorrer a través del tiempo toda subregion finita
de la region accesible del espacio de las fases.

5. El enfoque de Gibbs

La estrategia de Gibbs se basa en describir el comportamiento del
ensemble representativo del sistema bajo estudio, esto es, un conjun-
to de sistemas abstractos, conceptualmente construidos, que poseen
la misma microestructura que el modelo mecanico del sistema de
interés, estan sometidos a los mismos vinculos externos, pero se en-
cuentran distribuidos sobre los diferentes microestados posibles. El
microestado instantdneo de cada sistema del ensemble se representa
mediante un punto en el espacio de las fases; la situacién del ensem-
ble como un todo queda representada por una “nube” de tales puntos
representativos, uno por cada sistema del ensemble. Si el ndmero N
de sistemas del ensemble es suficientemente alto, la situacion del
ensemble en cada instante puede especificarse mediante la densidad
p(t) = p(qi, pi,t) de distribucion de los puntos representativos en el
espacio de las fases, cumpliéndose que:

N=[...[plqgi pirt) dg; dp;

En general, p se considera normalizada a la unidad:

L= [...[p(qi pirt) dq;dp;

En este caso, p es una medida que brinda la probabilidad por unidad
de volumen de que un punto representativo de un sistema cualquiera
del ensemble se encuentre en las diferentes regiones del espacio de
las fases.

La funcién p hace posible calcular los promedios, sobre todos los
sistemas del ensemble, de cualquier magnitud que dependa de los
microestados de tales sistemas. Por ejemplo, si consideramos una
magnitud mecénica que define una funcion de fase f: I'—= R, su
promedio en fase (f(x)), en un instante dado se calcula:

SNy =Sqisp))p = [ [ flai. pi)p(qi, pi) dqidpi = [ f(x)p(x)dx

Desde este enfoque, se define equilibrio estadistico como la situa-
cion en la cual la probabilidad representada por p y los promedios
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en fase son independientes del tiempo. Un modo sencillo de asegurar
el equilibrio estadistico es construir un ensemble para el cual p se
distribuye uniformemente sobre todo el espacio de las fases:

p(qi, pi) = cte —  0p/dq;=0dp/Op; =0 — dp/dt=0

En particular, para representar un sistema aislado —donde E es
una constante de movimiento— Gibbs recurre al ensemble microca-
nénico, que suele definirse de un modo totalmente general como:

p(x)= cte parax € 'y
p(x) =0 parax¢ 'y

Sin embargo, cuando nos referimos a un sistema aislado en particu-
lar, con los vinculos Cj impuestos externamente, sus microestados
posibles no son los representados por los puntos pertenecientes a I'g:
los sistemas del ensemble deben distribuirse uniformemente sobre
los posibles microestados representados por puntos pertenecientes a
I're C 'y, region accesible del espacio de las fases. Por lo tanto, en
cada situacion, dados los particulares vinculos impuestos al sistema
bajo estudio, el ensemble microcanénico se define como:

p(x)= cte para x € T'ge
p(x)=0  parax ¢ I'ge

En este caso, el promedio en fase de cualquier funcion de fase f(x)
se calcula como:

(f(2)p = Jrpc f(x) p(x)dl

En otras palabras, a cada variable macroscopica F(¢) del sistema
termodindmico ST —con excepcion de la entropia y la temperatura
absoluta— correspondera una funcién de fase f(x) sobre el espacio
de las fases de SM tal que, para el ensemble microcanénico represen-
tado por p(x), se cumple:

Fog = (f(*))p = Jrec f(x)p(x)dl

Por su parte, en estado de equilibrio estadistico, la entropia de Gibbs
S¢ se calcula como:

S¢ = —k [r p(x) log p(x)dl
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¢Como dar cuenta, desde la perspectiva gibbsiana, de la macroevo-
lucion de un sistema hacia el equilibrio termodindmico? Supéngase
un sistema aislado, sometido a ciertos vinculos Cj, inicialmente en
equilibrio termodindmico; en esta situacion, el sistema esta represen-
tado adecuadamente por un ensemble microcanénico definido por:

{p(x): cte para x € ['gco
p(x) =0 para x ¢ Tgeo

y la entropia de Gibbs serd Sg. Si en #y se modifican los vinculos
aplicados al sistema —por ejemplo, en el caso del gas confinado en
la mitad izquierda del recipiente, se elimina el tabique divisor—, el
macroestado originalmente de equilibrio se convierte en un macroes-
tado de no equilibrio que evoluciona hacia un nuevo macroestado de
equilibrio determinado por los nuevos vinculos C) impuestos al siste-
ma. En la descripcion de Gibbs, el ensemble microcanénico original
representado por p(x) se convierte, en £y, en un ensemble de no equi-
librio representado por po(x,t), cuyo soporte se encuentra confinado
a I'gco. Este ensemble de no equilibrio deberia evolucionar hacia un
nuevo ensemble microcanénico definido por:

{pl(x)Z cte para x € I'goy
p1(x)=0  parax ¢ g
donde I'gey es la nueva hipersuperficie accesible dados los nue-

vos vinculos impuestos, y siendo I'gey > I'geo. En otras palabras,
luego de un tiempo suficientemente largo, deberia darse la evolucion

po(x, to) = po(x,t) = p1(x).

p1(x)

Po(, to)

Ieco

Iect

Critica, vol. 37, no. 111 (diciembre 2005)



LOS ENFOQUES DE BOLTZMANN Y GIBBS 59

Sin embargo, tal situacion no es posible. Los sistemas del ensem-
ble inicial evolucionan segin las leyes de la mecanica cumpliendo
el teorema de Liouville de constancia de la medida en el espacio
de las fases: la region I'peo podrd deformarse y extenderse en la
nueva region accesible del espacio de las fases pero, al mantener su
volumen constante, no podra cubrir de un modo efectivo la regién
I'gc1 correspondiente al nuevo estado de equilibrio. En consecuencia,
dada la validez del teorema de Liouville, la entropia de Gibbs S¢ se
mantiene constante durante toda la evolucion y, por lo tanto, no
puede representar la entropia termodindmica S regida por el segundo
principio.

p1(x)

pO(x9 t)

1—‘ECI

En el enfoque de Gibbs, lo que en realidad sucede es que la region
inicial se ha distribuido y ramificado hasta el punto de cubrir de
un modo aparentemente uniforme la region I'ge) correspondiente al
nuevo macroestado de equilibrio. A fin de dar cuenta de la creciente
deformacion de la region I'gep inicial, puede definirse una entropia
de grano grueso [coarse grain] S..: dividase el espacio de las fa-
ses en celdas y asignese una probabilidad P; a cada una de ellas
—probabilidad de que el punto representativo del microestado del
sistema se encuentre en la celda i—; S, se define como:

Seg = —kX P; log P,

y puede esperarse que aumente a través de la evolucion, a medida

que la region inicial vaya ingresando en mayor cantidad de celdas.
. “ 2 1. ..

No obstante, si un observador “perfecto” describiera la evolucion del
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sistema inicialmente fuera del equilibrio a través del comportamiento
de su ensemble representativo, observaria la creciente distorsion y
ramificacion en el espacio de las fases de la region I'g¢y correspon-
diente al macroestado inicial, pero podria comprobar la validez del
teorema de Liouville: nunca se alcanza una distribucion uniforme so-
bre la region I'pe1 asociada al nuevo macroestado de equilibrio, pues
el volumen de la regién inicial permanece invariante durante toda la
evolucion. En consecuencia, en el enfoque de Gibbs el aumento de
la entropia termodindmica S que enuncia el segundo principio sélo
puede asociarse al aumento de entropia de grano grueso S,,.

Desde la perspectiva de Gibbs, la paradoja de Loschmidt no cons-
tituye un problema en la medida en que el aumento de entropia
s6lo se produce en un sentido de grano grueso: la microevolucion
de los sistemas del ensemble es totalmente conservativo y reversi-
ble. Tampoco la objecion de la recurrencia introduce inconvenientes
insalvables: el teorema de Poincaré afirma la recurrencia de las mi-
croevoluciones mecanicas de cada uno de los sistemas del ensemble;
pero tales sistemas poseerdn tiempos de recurrencia diferentes entre
si; por lo tanto, la validez del teorema de Poincaré para cada uno de
los sistemas del ensemble es perfectamente compatible con el hecho
de que el ensemble, como un todo, nunca vuelve a aproximarse a su
situacion inicial.

En principio, el enfoque de Gibbs no requiere la exclusién de
condiciones microscopicas conflictivas: la descripcién incluye la evo-
lucion de todos los sistemas del ensemble inicial. A su vez, tampoco
requiere, en principio, un elevado nimero de grados de libertad del
sistema bajo estudio: el comportamiento irreversible podria manifes-
tarse en sistemas mecanicos simples, definidos por pocas variables
de estado. Un aspecto importante de esta interpretaciéon consiste en
que, para producirse el aumento de la entropia de grano grueso S,
es necesario que la region correspondiente al estado inicial se defor-
me a través de la evolucion. Como hemos sefialado, para que esto
ocurra, desde un punto de vista dindmico el sistema debe poseer la
propiedad de mezcla; pero, a su vez, esto exige que el sistema sea
ergédico, puesto que la mezcla es un grado de inestabilidad superior
a la ergodicidad.!!

"En la fundamentacion de la mecanica estadistica de Gibbs, las propiedades
ergddicas cumplen un doble papel. Por un lado, mediante el teorema ergddico
—Birkhoff—, en equilibrio se justifica la identificacion entre el promedio en fase
y el promedio temporal de una funcion de fase. Por otra parte, la ergodicidad es
condicion necesaria para el comportamiento irreversible del sistema. Este dltimo
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6. Boltzmann y Gibbs frente a frente

La presentacién de las secciones anteriores pone claramente de ma-
nifiesto los profundos desacuerdos entre los enfoques de Boltzmann
y de Gibbs. En efecto, mientras que desde la perspectiva gibbsiana
la irreversibilidad podria manifestarse en sistemas simples, definidos
por pocas microvariables mecanicas, el enfoque de Boltzmann re-
quiere que el sistema posea un elevado nimero de grados de libertad
para manifestar un comportamiento irreversible. Los defensores del
enfoque boltzmanniano insisten sobre este punto. Por ejemplo, se-
gin Lebowitz (1993, 1994), sdlo la entropia de Boltzmann, definida
en sistemas con un elevado ntimero de microvariables de estado,
captura la distincion entre las escalas microscopica y macroscopica.
Desde una perspectiva similar, Bricmont (1995) insiste en la impo-
sibilidad de brindar sentido fisico a la distincién micro/macro en
sistemas de pocos grados de libertad; ademas, s6lo con un altisimo
nimero de grados de libertad puede explicarse que nunca se observe
a las macrovariables alejandose de su valor de equilibrio.

Por el contrario, la idea segtin la cual los sistemas dindmicos sim-
ples pueden manifestar un comportamiento irreversible fue explici-
tamente formulada por Gibbs (1902, p. VIII), y en la actualidad ha
sido adoptada por autores como Hollinger y Zenzen (1982), quienes
interpretan que la regién del espacio de las fases que representa al
sistema en ¢ = 0 queda exclusivamente definida por el error en la
determinaciéon empirica de las variables de estado mecanico. En su
bisqueda de una irreversibilidad microscopica, los miembros de la
escuela de Austin-Bruselas tampoco exigen alto nimero de grados
de libertad sobre la base del anilisis de modelos sencillos e ideali-
zados. El ejemplo preferido por estos autores es la transformacion
del panadero, que consiste en un modelo matematico que posee las
propiedades de un sistema K: si bien se trata de un modelo sencillo,
de dos grados de libertad, cualquier region finita del espacio de las
fases evoluciona irreversiblemente hacia un estado final de equilibrio.

También respecto del papel que cumple la ergodicidad, los enfo-
ques de Boltzmann y de Gibbs adoptan posiciones claramente diver-
gentes. En el enfoque boltzmanniano, la ergodicidad no es condicion
necesaria para el comportamiento irreversible del sistema. La ex-
plicacién gibbsiana de la irreversibilidad, por el contrario, depende
esencialmente del caracter mezclador del sistema: si el sistema no
es ergodico —y, por lo tanto, tampoco es mezclador— el esquema

punto es el que se discute en el presente trabajo, y no el papel que desempena la
ergodicidad en equilibrio.
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teorico de Gibbs predice que no se producird el aumento de la en-
tropia de grano grueso asociada con la entropia macroscépica. Esto
explica la razon por la cual quienes adoptan, en una u otra variante,
la linea teérica de Gibbs siempre subrayan la necesidad de que la
microestructura del sistema posea un alto grado de inestabilidad para
que la irreversibilidad se manifieste. Uno de los primeros autores
en seflalar el papel esencial que cumple la inestabilidad dinamica
para la irreversibilidad fue el fisico ruso Krylov, al afirmar que “el
proceso de mezcla es indispensable para que exista la relajacion de los
sistemas fisicos, esto es, para hacer posible la existencia de una ley
probabilistica de la distribucién de los estados que sea independiente
del estado inicial” (Krylov 1979, p. 19).

La idea de mezcla, si bien carente por completo de definicion
formal, fue ya introducida por Gibbs en el capitulo XII de su Ele-
mentary Principles in Statistical Mechanics con su famosa analogia
de la gota de tinta en un vaso de agua (Gibbs 1902, pp. 144-145).'2

En su clasico texto, Tolman retoma explicitamente la misma idea:

esta disminucion [de £X P; log P;] resulta de la incapacidad de los
puntos representativos del ensemble, originalmente presentes en alguna
regién particular pequela pero finita §g ...Jdp, con densidad uniforme
p, de moverse juntos como un todo compacto sin cambiar la “forma”
de la extension que ocupan. [...] Las diferentes densidades de grano
fino p, dentro de una celda del espacio de las fases correspondiente a
un rango F a E + §F, finalmente se mezclan como para darnos una
densidad de grano grueso P aproximadamente uniforme dentro de ese

rango. (Tolman 1938, pp. 177-178)

Es interesante notar como Gibbs y Tolman, aun sin contar con los
elementos formales necesarios para relacionar ergodicidad y mezcla,
consideran la propiedad de mezcla como un elemento indispensable
para la evolucidn irreversible del sistema hacia el equilibrio.

Frente a la explicacion gibbsiana de la irreversibilidad, los defenso-
res del enfoque de Boltzmann adoptan una perspectiva probabilistica
segiin la cual un sistema evoluciona irreversiblemente desde sus ma-
croestados menos probables hacia sus macroestados mas probables:

2Si mezclamos una gota de tinta negra en agua pura, el agua rapidamente se
vuelve gris; sin embargo, un observador con los sentidos suficientemente desarro-
llados como para percibir las moléculas individuales nunca veria el color gris, pues
podria seguir las trayectorias cada vez mas deslocalizadas de las particulas de tinta
inicialmente concentradas en una pequeia regién del sistema. La idea de que el
medio heterogéneo se ha convertido irreversiblemente en homogéneo es, entonces,
resultado de describir el fendmeno desde una perspectiva de “grano grueso”.
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esta explicacién no requiere que el sistema sea ergddico. Por ejem-
plo, Lebowitz (1993) desacredita la entropia de Gibbs en la medida
en que permanece constante durante la evolucion del sistema. Pre-
suponiendo la asimilacién entre la entropia de Boltzmann y la entro-
pla termodindmica, Callender (1999) formula una objecién analoga:
mientras que la entropia de Gibbs contintia aumentando, el cambio
en la entropia termodinamica cambia de signo durante la recurren-
cia. Desde una posicion similar, Bricmont (1995) sostiene que todo
intento por “forzar” el aumento de la entropia de Gibbs mediante
particiones de grano grueso genera la incorrecta impresion de que
la irreversibilidad s6lo se debe a tales particiones y, por tanto, es
un fenémeno subjetivo. La misma critica expresa Callender cuando
afirma que, en el enfoque gibbsiano, el comportamiento irreversible
de la entropia “surge casi exclusivamente debido al grano grueso”
(Callender 1999, p. 360), al que interpreta como una expresion de la
imprecision con la cual efectuamos mediciones sobre el sistema. A su
vez, segtin Bricmont (1995), la ergodicidad no es condicién ni nece-
saria ni suficiente para la irreversibilidad. No es condicion suficiente
puesto que hay sistemas ergddicos de pocos grados de libertad para
los cuales no tiene sentido hablar de comportamiento irreversible.
Pero la afirmacion mas fuerte es que la ergodicidad tampoco es con-
dicién necesaria, ya que existen evoluciones que, sin ser ergddicas,
manifiestan un cardcter inequivocamente irreversible. En efecto, el
enfoque boltzmanniano s6lo requiere que los puntos pertenecientes a
la region definida por F(#) den lugar a evoluciones que conduzcan a
puntos pertenecientes a la regién definida por ch; pero, para que esto
se cumpla, no es necesario que el sistema sea ergédico. En palabras
del autor:

considérese otra particion del espacio de las fases: se fija un conjunto
de variables macroscopicas y se divide el espacio de las fases de acuerdo
con los valores que adoptan dichas variables [...]. Cada elemento
de la particion consiste en un conjunto de estados microscopicos que
producen el mismo valor de las variables macroscéopicas elegidas. Tales
elementos de la particiéon tienen volimenes muy diferentes [...]. De
lejos, el mayor volumen corresponde a los valores de equilibrio de las
variables macroscopicas. Por lo tanto, se necesita una nocién mucho
maés débil que la ergodicidad. Todo lo que se requiere es que las
configuraciones microscopicas evolucionen en el espacio de las fases
hacia aquellas regiones donde las variables macroscopicas relevantes
toman sus valores de equilibrio. (Bricmont 1995, p. 21)
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Lebowitz se refiere a los procesos irreversibles en un sentido anélogo:
“las caracteristicas esenciales de la evoluciéon no dependen de propie-
dades dinamicas especificas, como la positividad de los exponentes
de Lyapounov, la ergodicidad o la mezcla” (Lebowitz 1993, p. 32).
En una linea similar de critica al enfoque de Gibbs, Earman y Rédei
sefialan que muchos de los sistemas tipicos estudiados en mecanica
estadistica no son siquiera ergddicos (Earman y Rédei 1996, p. 70).
Un argumento particularmente fuerte en favor del enfoque de Boltz-
mann es el que esgrime Bricmont al presentar el modelo Kac como
un ejemplo claro y sencillo donde se manifiesta un comportamiento
irreversible sin ergodicidad.

Como puede observarse, los argumentos que entran en juego en
el debate no se limitan a consideraciones conceptuales y tedricas.
Los participantes de la discusién presentan ejemplos concretos que
respaldan sus respectivas posiciones. El paso siguiente serd, entonces,
analizar dichos ejemplos a fin de comprender en profundidad el
problema bajo estudio.

7. Irreversibilidad con pocos grados de libertad: la transformacion
del panadero

La transformacion del panadero es el ejemplo preferido por la escue-
la de Austin-Bruselas para ilustrar el modo en que la irreversibilidad
surge en sistemas altamente inestables:!? se trata de una transforma-
cion discreta en un espacio de las fases de dos variables, x e y, tales
que 0 <x <1y0<y<I;latransformacion queda definida por las
siguientes ecuaciones:

BEn su version simplificada, esta transformacion es algo asi como la version
cubista de la gota de Gibbs. Supdéngase que existe un panadero que decide amasar
su bollo de la siguiente manera: en primer lugar, estira la masa de modo que su
ancho se duplique y su espesor se reduzca a la mitad; luego separa la mitad derecha
de la masa y la coloca exactamente sobre la otra mitad, y obtiene un bollo de
iguales dimensiones que el original; a continuacién repite indefinidamente la misma
operacion. Si se considera un punto preciso de la masa, en teoria puede determinarse
qué posicién ocupard luego de n operaciones; sin embargo, si se tifie una pequena
porcion de masa y se inicia el proceso de amasado, la mancha ird fracturandose
progresivamente hasta que, finalmente, el color se diluya repartiéndose en toda la
masa. No importa qué tan pequeia sea la mancha original: llegara el momento en
que se fragmentard y su color inevitablemente se difundird luego de un namero
suficiente de iteraciones. Pero, al igual que en el caso de la gota de Gibbs, esta
presentacion simplificada de la transformacion del panadero no es mas que una
analogia en el espacio fisico de lo que sucede en el espacio de las fases.
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a =2 vy =y/2 para 0 < x < 3
K =2x—1 y=(y+1)/2 parai<x<1

y corresponde a una evolucién que ocurre a intervalos regulares;
por ejemplo, cada segundo. En cada iteracién, la regién cuadrada
original se estira al doble de su tamafio en la direccion horizontal y se
contrae a la mitad en la direccién vertical; luego, la mitad derecha del
rectangulo resultante se “corta” y se ubica sobre la mitad izquierda:

T

La microevolucion resultante es totalmente determinista puesto que,
a partir de cada punto, conduce a un nuevo punto univocamente
determinado. Las ecuaciones que definen la transformacién son inva-
riantes frente a la inversién temporal: si la transformacién se aplica
en sentido inverso, vuelve a obtenerse la distribucion original. En
efecto, si las ecuaciones son resueltas para x e y se obtiene:

{x
x
Estas tltimas son idénticas a la version invertida en el tiempo de
las ecuaciones originales, dado que x e y se han intercambiado; tal
intercambio es anédlogo a la inversion de las velocidades manteniendo
invariantes las coordenadas espaciales, cuando se invierte el signo de
la variable ¢ en las ecuaciones de la mecanica clasica. Ademas, se trata
de una evolucién conservativa: se cumple el teorema de Liouville de
conservacion de la medida en el espacio de las fases, medida que aqui
corresponde a una superficie (¢fr. Nicolis y Prigogine 1989).

Si se toma un punto cualquiera como condicién inicial, la secuencia
de puntos que resulta de la aplicacion sucesiva de la transformacién
es totalmente determinista y reversible. Sin embargo, si las condicio-
nes iniciales quedan representadas por una region de superficie finita,
tras un namero suficiente de iteraciones tal region acabara fragmen-
tandose por la operacion de “corte” del rectangulo, sin importar su

¥ /2 y =2y para 0 < y <3
(¥ +1)/2 y=2y—1 parai<y<l

Critica, vol. 37, no. 111 (diciembre 2005)



66 OLIMPIA LOMBARDI Y MARTIN LABARCA

ubicacidn inicial ni qué tan pequena sea su superficie; los fragmentos,
a su vez, sufrirdn el mismo tipo de fragmentacion:

m- ==

Es decir, con el transcurso del tiempo cualquier region finita quedara
particionada en franjas cada vez mas delgadas, hasta parecer finalmen-
te distribuida de un modo uniforme: los puntos pertenecientes a la
regi6n inicial cubrirdn densamente la totalidad del espacio de las fases
de modo tal que, en cualquier zona, por pequefia que sea, se encon-
trardn puntos resultantes de la transformacién de la region original.
Estas caracteristicas indican que cualquier evolucién es altamente
inestable: a partir de dos puntos cualesquiera arbitrariamente proxi-
mos se originan trayectorias que divergen exponencialmente con el
tiempo.!* Sobre la base de tal divergencia exponencial puede demos-
trarse que se trata de un sistema K, cuya descripcién de grano grueso
en términos de macroeventos —celdas en el espacio de las fases—
conduce a una macroevolucién indeterminista e irreversible. Pero,
como fue sefialado, la propiedad de ser un sistema K es mas fuerte
que la ergodicidad y, por tanto, la implica.

En resumen, la microdindmica descrita por la transformacion del
panadero es determinista, reversible, conservativa y altamente ines-
table. Sin embargo, si las condiciones iniciales no se representan
mediante un punto sino mediante una region, luego de un tiempo
suficientemente largo, los puntos correspondientes a la region ini-
cial se encontrardn en cualquier parte del espacio de las fases con
igual probabilidad (Prigogine y Stengers 1991). Por lo tanto, en la
descripcion de grano grueso aparecen “aspectos estadisticos irreduc-
tibles [ ...] cuando la evolucion de un punto es reversible y determi-
nista, la descripcion de una region, no importa lo pequefia que sea,

"“Ta divergencia exponencial es la caracteristica definitoria del comportamiento
cadtico. Por lo tanto, es posible calcular el exponente de Lyapounov correspondiente
a este tipo de evoluciones. La distancia 0,(0) que separa dos puntos cualesquiera
segiin el eje x se duplica en cada iteracion; en consecuencia, luego de n iteraciones
la distancia serd 8,(n) = 0,(0)2" = 6,(0)e""; si n desempeiia el papel del tiempo
de evolucion, se obtienen los valores del exponente de Lyapounov, h = [n2, y
del tiempo de Lyapounov, 7 = 1/h = 1/in2. Dado que se trata de un sistema
conservativo, existird también un segundo exponente de Lyapounov segin el eje y

de valor negativo A’ = —In2.
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es basicamente estadistica, s6lo podemos hablar de la probabilidad de
que un sistema cuya condicién inicial corresponde a una regién, siga
tal o cual tipo de trayectoria” (Prigogine y Stengers 1990, p. 275).
Desde la perspectiva de los defensores del enfoque de Gibbs, estas
caracteristicas de la transformacién “permiten establecer una genuina
irreversibilidad” (Nicolis y Prigogine 1989, p. 203). En efecto, si a la
manera de Gibbs, la region inicial se describe mediante una funcién
de distribucién po(x,t), ésta evolucionard cumpliendo el teorema de
Liouville de constancia de volumen en fase. Pero dado que, luego
de un tiempo suficientemente largo, los puntos correspondientes a
la region inicial se habran distribuido de un modo practicamente
uniforme por todo el espacio de las fases, la entropia de grano grue-
so S, aumentard a través de la evolucion, en concordancia con la
explicacion gibbsiana de la irreversibilidad. Sobre esta base, Driebe
concluye: “los procesos irreversibles son bien observados en sistemas
de pocos grados de libertad, como las transformaciones del panadero
y del multipanadero. Por lo tanto, muchos grados de libertad no es
condicion para el comportamiento irreversible” (Driebe 1994, p. 15).

8. Irreversibilidad sin ergodicidad: el modelo Kac

En el modelo Kac (Kac 1959) se manifiesta un comportamiento irre-
versible que depende esencialmente de las restricciones boltzmannia-
nas, pero que no requiere las condiciones que impone el enfoque
de Gibbs. En efecto, en tal modelo las microevoluciones son perfec-
tamente deterministas, recurrentes y reversibles; no obstante, si el
ntimero de grados de libertad es lo suficientemente elevado, pueden
definirse macrovariables que tienden irreversiblemente a un macroes-
tado de equilibrio en una escala de tiempo enormemente inferior al
tiempo de recurrencia; a su vez, pueden identificarse facilmente los
microestados iniciales excepcionales a partir de los cuales tal evolu-
ci6n irreversible no se produce. No obstante, el modelo Kac no es
ergddico, en total desacuerdo con la condicion de mezcla que exige
el enfoque de Gibbs; por lo tanto, podria existir irreversibilidad sin
ergodicidad.

Para construir el modelo Kac, se sefialan sobre un circulo n puntos
equidistantes de modo de definir n segmentos iguales: m segmentos
se marcan de algin modo y forman el conjunto S; el conjunto com-
plementario de los n — m segmentos no marcados sera S'. En cada
uno de los puntos se ubica una bola que podrad ser blanca (w) o
negra (b). Durante cada At elemental, cada bola se mueve en sen-
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tido antihorario hasta el punto contiguo, cumpliendo las siguientes
condiciones:

e Si la bola cruza un segmento perteneciente a .S, cambia de color.

e Si la bola cruza un segmento perteneciente a ', no cambia de
color.

Bricmont subraya la analogia con el caso mecanico. El microestado de
cada una de las bolas queda definido por su posicion y por su color: el
color cumple el papel de la velocidad —discreta— puesto que cambia
cuando la bola colisiona con un “dispersor” [scatterer] fijo, esto es, un
segmento perteneciente a S. La caracteristica que simplifica el modelo
es que la velocidad-color no afecta el movimiento. La microdinamica
del sistema viene dada por el movimiento antihorario mas los cambios
de color. La microevolucion:

o Es determinista y reversible: si luego de k intervalos se invierte
la orientacion del movimiento, el sistema vuelve a su microes-
tado inicial luego de % pasos.

o Es periédica: luego de 2n pasos, cada segmento ha sido atrave-
sado dos veces por cada bola y, por tanto, cada bola ha vuelto
a su posicion y su color original.

Dada esta descripcion microscopica del sistema, se definen ahora
como macrovariables el nimero de bolas blancas N, (z) y el nimero
de bolas negras N,(z) en cada instante. El problema es determi-
nar, dada una distribucién inicial arbitraria de colores, qué sucede
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con N,(t) y con Ny(t) luego de un gran ntimero de movimientos.
Kac calcula, para cada configuracion S/S’ de segmentos, la curva
(Nw(t) = Ny(t))/n como funcion del tiempo; el resultado es que, para
n suficientemente elevado, para cada ¢, la enorme mayoria de tales
curvas se aproxima a (1 —2m/n)". Si ademas se cumple que 2m < n,
entonces para tiempos suficientemente grandes (1 —2m/n)" tiende a
cero y, por tanto, N,(¢) — N,(t) tiende a cero, esto es, el sistema
tiende a la equiparticién entre bolas blancas y bolas negras. Esta
evolucion irreversible de las macrovariables se obtiene a pesar de
que el sistema es peridodico de periodo 2n: si n es suficientemente
elevado, el macroestado de equilibrio —equiparticion— se obtiene
para tiempos inferiores en varios érdenes de magnitud al tiempo de
recurrencia 2n (Kac sugiere pensar en n del orden de 10%* y ¢ del
orden de 10°).

Pero la cuestion central aqui es que el modelo Kac, si bien mani-
fiesta la evolucion irreversible de las macrovariables N, (¢) y Ny(¢),
no es ergodico. En efecto, dado que se trata de un sistema discreto, el
espacio de las fases I' del modelo Kac contiene 2".n! microestados po-
sibles: las n! permutaciones de posicién de las n bolas consideradas
distinguibles, por las 2" combinaciones posibles de los dos colores
en las n bolas. Pero respecto de las macrovariables N, () y Ny(2),
nimero total de bolas blancas y de bolas negras respectivamente,
en ¢, no es relevante la posicion de cada una de las bolas sino sélo
su color; por lo tanto, la ergodicidad y la mezcla relevantes deben
definirse sobre el subespacio-color I'¢ que contiene sblo las 2" com-
binaciones posibles de los dos colores en las n bolas. Pero, dado que
el sistema es periddico de periodo 2n, ninguna trayectoria puede pa-
sar por mas de 2n microestados-color: cada trayectoria s6lo pasa por
una pequefla region del subespacio-color I'¢. Sobre la base de este
ejemplo, Bricmont concluye que “esto ilustra claramente el hecho de
que la ergodicidad no es necesaria para la irreversibilidad” (Bricmont

1995, p. 41).

9. Las nociones de equilibrio e irreversibilidad

El disenso entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs queda
asi claramente planteado. Para quienes adoptan la linea gibbsiana,
es indispensable que un sistema sea al menos mezclador —y, por
tanto, ergddico— para manifestar un comportamiento irreversible;
sin embargo, el elevado nimero de grados de libertad no es condi-
cién necesaria para la irreversibilidad, tal como lo demuestran ciertos
ejemplos definidos en espacios de las fases de muy pocas dimensio-
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nes. Los defensores del enfoque de Boltzmann, por su parte, exigen
un elevado nimero de grados de libertad, pero sostienen que la er-
godicidad no es condicién necesaria para la irreversibilidad e incluso
esgrimen ejemplos de sistemas dindmicos no ergodicos que describen
evoluciones irreversibles hacia el equilibrio. Esta situacion es particu-
larmente paraddjica en la medida en que los enfoques de Boltzmann
y de Gibbs son los dos marcos tedricos tradicionalmente aceptados en
mecanica estadistica. No obstante, el problema comienza a disiparse
cuando se analizan los conceptos de equilibrio e irreversibilidad en
ambos enfoques.

Suele afirmarse que las entropias de Gibbs y de Boltzmann coin-
ciden con la entropia termodindmica en el equilibrio: “en equilibrio
[la entropia de Gibbs] coincide con las entropias de Boltzmann vy
de Clausius (a menos de términos que son despreciables cuando el
ntimero de particulas es alto), y todo estd bien” (Bricmont 1995,
p. 188). Esta opinion parece suponer que no hay dificultad alguna
en el caso de equilibrio, y que los problemas de fundamentacion
de la mecanica estadistica se concentran alrededor de la diferencia
entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs en sus explicaciones
de la evolucion hacia el equilibrio. Sin embargo, tal supuesto pasa
por alto un hecho central: la diferencia entre los modos en que los
dos enfoques dan cuenta de una dindmica irreversible encuentra su
origen en una importante diferencia entre los propios conceptos de
equilibrio formulados en ambos marcos tedricos.

Como fue sefialado, en el enfoque de Gibbs el equilibrio se iden-
tifica con el equilibrio estadistico, asociado a la distribucién micro-
canénica que adopta un valor constante en toda la region I'ge del
espacio de las fases accesible al sistema, esto es, definida por su
energia F y los vinculos Cj impuestos externamente. Por lo tanto,
el equilibrio gibbsiano queda representado por una distribucion p(x)
que adopta valores no nulos en toda la region accesible I'y¢. En el
enfoque de Boltzmann, por el contrario, el equilibrio se asimila al
equilibrio probabilistico, es decir, al macroestado M,, con mayor
nimero de microestados compatibles. A su vez, el macroestado de
equilibrio M., queda representado en el espacio de las fases por la
region I',, = T'(F,,), en la cual la funcién de fase f(x) adopta el valor
de equilibrio F,, de la variable macroscopica. Pero si recordamos que
la variable macroscépica F(t) introduce una particion sobre la region
accesible I'gc y que I'y; es s6lo un elemento de dicha particion,
queda claro que I',; no puede asimilarse a 'z, sino que I',, C T'gc.
En otras palabras, el equilibrio en el sentido de Boltzmann queda
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representado por una region del espacio de las fases incluida en la
region correspondiente al equilibrio gibbsiano.

Por otra parte, el equilibrio gibbsiano queda definido por las pro-
piedades mas generales del sistema, esto es, su energia y los vinculos
impuestos externamente: para un sistema dado, con su energia y sus
vinculos, el equilibrio representado por la distribucién microcandnica
es Gnico. El equilibrio boltzmanniano, por el contrario, aun en un
mismo sistema caracterizado por su regiéon accesible I'g¢, es relati-
vo a la variable macroscopica F' considerada. En efecto, otra variable
macroscopica F' puede introducir una particion diferente en la region
accesible del espacio de las fases, de modo tal que el nuevo estado de
equilibrio M., quede representado por una region I,y 7 I',y.

Si bien las diferencias entre los dos conceptos de equilibrio han
sido indicadas por algunos autores (c¢fr. Lavis 2005), no suele sefia-
larse explicitamente que tal diferencia conduzca directamente a dos
nociones distintas de irreversibilidad. En efecto, en el enfoque de
Gibbs, la evolucién de un sistema es irreversible si tiende al equi-
librio estadistico. En este caso, el equilibrio es un estado atractor
de la descripcion de grano grueso, es decir, un estado al que se
tiende para tiempo tendiendo a infinito y del cual el sistema ya no
puede escapar. Es precisamente la propiedad de mezcla, en cuanto
propiedad asintética, la que asegura la permanente distorsiéon y ra-
mificacién de la region correspondiente a la distribucion inicial, que
conducirdn finalmente al sistema al estado atractor. En el enfoque
boltzmanniano, en cambio, una evolucién es irreversible si alcanza
el equilibrio probabilistico, es decir, si el punto representativo del
microestado del sistema en el espacio de las fases ingresa en la region
de equilibrio T',. Tal tipo de evolucién no requiere introducir el
limite para tiempo infinito, sino que puede ocurrir en un tiempo
finito. Pero el equilibrio no es aqui un estado atractor, puesto que
el sistema puede abandonar el estado de equilibrio en un tiempo
suficientemente largo, del orden del tiempo de recurrencia de Poin-
caré. En efecto, luego del tiempo de recurrencia el sistema retornara
indefinidamente cerca de su microestado inicial correspondiente al
macroestado inicial de no equilibrio.

A su vez, las dos nociones de equilibrio conducen a diferentes mo-
dos de concebir las posibles fluctuaciones que sufre el sistema como
consecuencia de su dindmica microscépica. En el enfoque de Gibbs,
la entropia de Gibbs S; adopta un valor constante en el equilibrio
y, en consecuencia, no fluctia; las fluctuaciones quedan confinadas al
nivel microscopico subyacente. En el enfoque boltzmanniano, por el
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contrario, el punto representativo del microestado del sistema puede
escapar temporalmente de la region de equilibrio y pasar a macroes-
tados de menor entropia. Por lo tanto, la entropia de Boltzmann Sp
puede fluctuar aun luego de que el sistema ha alcanzado el equilibrio,
y tiene sentido afirmar que el sistema experimenta fluctuaciones fuera
del equilibrio. El punto central que debe justificarse en este enfoque
consiste en que, en la gran mayoria de los casos, Sp se comporta de
un modo termodindmico, esto es, experimenta frecuentes fluctuacio-
nes pequefias pero sblo excepcionales fluctuaciones amplias respecto
de su valor de equilibrio.

Cuando se advierte la diferencia entre los conceptos de equilibrio
e irreversibilidad que manejan ambos enfoques, el debate acerca
de la irreversibilidad, tal como se suele plantear, se disuelve. Ya
no se trata de determinar cudles son las condiciones necesarias para
la irreversibilidad, como si nos estuviéramos refiriendo a un concepto
tnico, sino de constatar que el enfoque de Gibbs da cuenta de un
tipo de irreversibilidad diferente de la irreversibilidad explicada por
la perspectiva de Boltzmann. Pierde sentido, entonces, todo intento
de desacreditar la explicacién de las evoluciones irreversibles que
brinda cada uno de los enfoques desde la otra perspectiva. Ambas
posiciones resultan correctas sobre la base de sus propias definiciones
de equilibrio e irreversibilidad. A su vez, no existe contradiccion
alguna en sostener que la ergodicidad es condicién necesaria para la
irreversibilidad gibbsiana, pero no para la boltzmanniana, o que un
elevado ntiimero de grados de libertad es condicion necesaria para la
irreversibilidad boltzmanniana, pero no para la gibbsiana.

Una vez que los dos conceptos de irreversibilidad han sido clara-
mente elucidados, los modelos que los defensores de cada enfoque
presentan como contraejemplos para el otro enfoque ya no cumplen
el papel que originalmente se pretendia adjudicarles. El caso del
modelo Kac, esgrimido por los defensores de la linea boltzmanniana,
deja de representar un desafio para el enfoque de Gibbs. En efecto,
la evolucién de las macrovariables del sistema Kac es irreversible en
el sentido de Boltzmann, pero es reversible en el sentido de Gibbs,
puesto que el estado de equiparticién entre bolas blancas y bolas
negras, que se alcanza en un tiempo finito, no es un estado atractor
y, por lo tanto, el sistema volvera a su estado inicial después de un
nimero suficiente de movimientos. En cuanto a la transformacion
del panadero, utilizada por quienes adoptan la perspectiva de Gibbs
como ejemplo de irreversibilidad en sistemas de pocos grados de
libertad, sin duda representa un caso de irreversibilidad gibbsiana.
No obstante, en este caso no puede hablarse de irreversibilidad en el
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sentido de Boltzmann pues la ausencia de un elevado ntimero de gra-
dos de libertad impide definir variables macroscopicas cuyos estados
de equilibrio macroscépicos pueden determinarse significativamente.
Si bien de este modo se disuelve la aparente contradiccion plantea-
da por el desacuerdo entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs, la
conclusién anterior conduce a un nuevo problema: jcual de los dos
conceptos de equilibrio y, por lo tanto, de irreversibilidad es el fisica-
mente relevante? Podria argumentarse que, dado el altisimo ntimero
de grados de libertad de los sistemas estudiados en mecénica estadisti-
ca, el tiempo de recurrencia es tan grande que resulta inobservable en
la practica y, en consecuencia, el enfoque boltzmanniano es el que da
cuenta de la irreversibilidad efectivamente observable. Sin embargo,
esta posicion deja sin explicar el éxito predictivo del enfoque de
Gibbs, el cual, dada su generalidad, se ha constituido en la herra-
mienta tedrica estindar de la mecanica estadistica, no s6lo clasica sino
también cudntica. En el préximo apartado abordaremos este nuevo
problema, argumentando que, en las condiciones fisicas mas usuales,
ambos enfoques pueden compatibilizarse de un modo satisfactorio.

10. Compatibilizacién de ambos enfoques

Como va fue sefialado, los enfoques de Boltzmann y de Gibbs dan
cuenta de dos formas distintas de irreversibilidad, en la medida en
que trabajan con diferentes conceptos de equilibrio: el equilibrio
gibbsiano representado por una distribucion cuyo soporte se encuen-
tra confinado en la regién I'g¢ del espacio de las fases, y el equilibrio
boltzmanniano representado por la regién I',;, C I'g¢. Dado que la
medida p de una region del espacio de las fases puede asociarse a su
volumen, la relacién de inclusiéon entre ambas regiones asegura que
w(Lgc) > pu(Ley). Es posible que esta disparidad entre las dos regio-
nes no sea muy grande en sistemas de pocos grados de libertad; pero,
a medida que el nimero N de grados de libertad aumenta —y, por
lo tanto, el nimero de dimensiones del espacio de las fases también
aumenta—, el macroestado de equilibrio boltzmanniano M., ocupa
una region I',, relativamente mayor en la region accesible I'g¢, de
modo tal que la distincién entre las medidas de I',, y I'g¢ tiende a
disminuir: la relacion entre ambas medidas, p(I'.y)/p(Tgc), tiende
a uno en el limite termodindmico N — 00.!"> En otras palabras,
cuando se trabaja con sistemas con un altisimo ntimero de grados

5 Esto puede demostrarse en el caso sencillo de un par de cajas idénticas que

contienen m y n — m bolas distinguibles, respectivamente. Las bolas pueden distri-
buirse en un nimero de formas dado por: C(n, m) = n!/(m!(n — m)!. En el caso
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de libertad, los conceptos de equilibrio boltzmanniano y gibbsiano
se aproximan lo suficiente como para ser considerados equivalentes
desde el punto de vista practico, aunque no coinciden desde un punto
de vista conceptual.

En consecuencia, la afirmacion segiin la cual las entropias de Boltz-
mann y de Gibbs coinciden en el equilibrio no es estrictamente
correcta. En efecto, en equilibrio, la entropia de Gibbs S se calcu-
la mediante la distribucién microcanénica, cuyo soporte se encuentra
confinado en toda la region accesible I' ¢, mientras que la entropia de
Boltzmann Sp se define sobre la region I',, correspondiente al macro-
estado de equilibrio. Esto significa que, cuando el nimero N de gra-
dos de libertad del sistema es finito, ambas entropias tienen diferentes
valores en los correspondientes estados de equilibrio. Sélo en el limite
termodindmico N — oo, cuando ambas regiones I'g¢ y I', tienden
a identificarse —y, consecuentemente, también ambos equilibrios—,
las entropias de Boltzmann y de Gibbs tienden a coincidir.

Por otra parte, el tiempo de recurrencia de Poincaré también
aumenta enormemente con el aumento del nimero N de grados de
libertad del sistema, e incluso tiende a infinito en el limite termodi-
namico N — oo (para resultados cuantitativos, c¢fr. Blaise et al. 1994,
Gaioli y Garcia-Alvarez 1999). Dado este hecho dindmico y la relacion
entre probabilidad y volumen en el espacio de las fases, en sistemas
con un altisimo ntmero de grados de libertad, la probabilidad de
que el sistema abandone el estado de equilibrio boltzmanniano es
tan infima que puede despreciarse sin errores significativos. En otras
palabras, si bien el equilibrio boltzmanniano no es un estado atractor
en un sentido teoérico, en sistemas con un elevadisimo ntimero de
grados de libertad se comporta como tal a todo efecto practico.

Si los conceptos de equilibrio —y, en consecuencia, de irreversi-
bilidad— en los enfoques de Boltzmann y de Gibbs se aproximan
indefinidamente con el aumento del nimero de grados de libertad
del sistema, ;significa esto que en el limite termodindmico ambos
enfoques tienden a identificarse bajo un Gnico marco tedrico? La res-
puesta a esta pregunta es negativa pues, aun cuando ambos conceptos
de equilibrio puedan aproximarse tanto como se quiera, los enfoques
de Boltzmann y de Gibbs dan cuenta de la evolucion irreversible ha-
cia el equilibrio de maneras diferentes. En particular, la explicacion
gibbsiana de la irreversibilidad requiere la propiedad de mezcla —v,
en consecuencia, de ergodicidad—, y tal condicién no desaparece

m = n/2, este nmero se hace maximo e igual a C(n, n/2) = n!/((n/2)!)*. El cociente
C(n, m)/C(n, n/2) tiende a cero para n — oo, para cualquier valor de m.
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como tal con el aumento del ntmero de grados de libertad del siste-
ma. Por lo tanto, no se trata de dos enfoques teéricos que tiendan a
identificarse en un cierto limite, sino de dos perspectivas diferentes
que se solapan bajo ciertas condiciones definidas, tal como indica el
siguiente esquema:

transformacion

del panadero

El 6valo de la izquierda representa el conjunto B de sistemas para
los cuales la explicacién de la irreversibilidad suministrada por el en-
foque de Boltzmann brinda resultados adecuados; se trata, entonces,
de sistemas con un alto nimero de grados de libertad. El 6valo de la
derecha representa el conjunto G de sistemas cuyo comportamiento
irreversible puede ser explicado por la perspectiva de Gibbs; en este
caso se trata de sistemas mezcladores y, por tanto, ergddicos.

El esquema pone de manifiesto claramente la diferencia entre los
dos enfoques. El conjunto B-G esta compuesto por los sistemas cuya
irreversibilidad es exclusivamente del tipo boltzmanniano. A este
conjunto pertenece el modelo Kac con su elevado ntmero de grados
de libertad, pero donde la ausencia de la propiedad de mezcla impide
concebir la evolucién como un caso de irreversibilidad gibbsiana.
A su vez, el conjunto G-B estd compuesto por los sistemas cuya
irreversibilidad es exclusivamente del tipo gibbsiano. A este conjunto
pertenece la transformacién del panadero, que posee la propiedad de
mezcla pero no permite definir variables macroscopicas a la manera
de Boltzmann debido a sus pocos grados de libertad.

La intersecciéon B N G entre ambos conjuntos del esquema viene
dada por los sistemas mezcladores con un elevado ntmero de gra-
dos de libertad: en estos casos, tanto los conceptos de equilibrio
como los de irreversibilidad de ambos enfoques tienden a asimilarse.
Ademas, dado que se trata de sistemas mezcladores con un elevado
nimero de grados de libertad, ambos enfoques brindan resultados
correctos en sus respectivas explicaciones de la irreversibilidad. En
consecuencia, en el caso de los sistemas pertenecientes a la inter-
seccion B N G, tanto el enfoque de Boltzmann como el de Gibbs
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pueden ser utilizados de un modo satisfactorio para dar cuenta de la
evolucion irreversible hacia el equilibrio.

No obstante, alin es necesario preguntarse por la relevancia fisica
del caso particular en el que ambos enfoques tienden a coincidir.
La respuesta se obtiene teniendo en cuenta que, si bien el conjunto
B N G constituye una situacién particular desde un punto de vista
conceptual, en la préictica cientifica los sistemas tradicionalmente es-
tudiados en mecanica estadistica suelen cumplir las dos condiciones
—mezcla y elevado nadmero de grados de libertad— y, en conse-
cuencia, corresponden a esta situacion. En efecto, el ejemplo para-
digmaético de sistema al que se aplican las herramientas teéricas de la
mecanica estadistica es el de un gas, compuesto aproximadamente por
6.10%° particulas por mol, cada una de las cuales aporta al menos seis
dimensiones al espacio de las fases. Por otra parte, las investigaciones
en teoria ergddica ponen de manifiesto el caracter ubicuo de la inesta-
bilidad en los modelos de sistemas fisicos, aun aquellos fuertemente
idealizados. Si bien los sistemas dindmicos sencillos pueden poseer
las propiedades ergddicas mas fuertes, tales propiedades suelen pre-
sentarse con mayor frecuencia en sistemas con un elevado niimero de
grados de libertad. Por lo tanto, el caso que resulta particular desde
un punto de vista conceptual, se convierte en genérico cuando se lo
considera desde la perspectiva de la practica efectiva de la fisica.

11. La diferencia conceptual entre ambos enfoques

Como hemos sefialado, segiin una opinién difundida, las divergen-
cias entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs se refieren a la
explicacién de la irreversibilidad macroscépica, esto es, a la cues-
tién dinamica de la evolucién hacia el equilibrio; es en este ambito
dindmico donde se presentan los disensos acerca del papel de la er-
godicidad y del elevado nimero de grados de libertad, problemas en
los cuales hemos concentrado la atencién en las secciones previas. Sin
embargo, tal como hemos visto, las divergencias respecto de la cues-
tion dindmica tienen su origen en la diferencia entre los conceptos
de equilibrio gibbsiano y boltzmanniano. A su vez, tal diferencia es
la manifestacion de los distintos supuestos tedricos basicos sobre los
cuales se construyen ambos enfoques.

En primer lugar, los dos enfoques se distinguen por el modo en
que la probabilidad se incorpora a la descripcion. En el enfoque de
Boltzmann, la probabilidad se concibe en términos combinatorios:
la probabilidad de cada macroestado viene dada por el nimero de
microestados mecéanicos compatibles con dicho macroestado, bajo el
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supuesto de que todos los microestados son igualmente probables a
priori. En el enfoque de Gibbs, en cambio, la probabilidad ingre-
sa a través del concepto de ensemble; la densidad de distribucion
p es la magnitud que define el estado del ensemble. Por lo tanto,
mientras que en el enfoque boltzmanniano el equilibrio y la entropia
son propiedades de un sistema tnico, en el marco teérico gibbsiano
resultan propiedades del ensemble. Ahora bien, dado que el sistema
cuya descripcion estadistica se pretende obtener es un sistema tGnico,
el enfoque gibbsiano se enfrenta al desafio de justificar la introduc-
cién de los ensembles. Originalmente, el propio Gibbs adopt6é una
actitud pragmatica: puesto que el valor de una teoria debe estimarse
Gnicamente por su capacidad de dar cuenta de los resultados em-
piricos, no es necesario que cada uno de sus términos posea una
referencia en la realidad; en consecuencia, la utilizacién de ensembles
se justifica por su éxito en el célculo de los valores observables de las
variables macroscopicas (¢fr. Guttmann 1999). No obstante, muchos
continuadores del enfoque gibbsiano abandonaron esta actitud prag-
matica; por ejemplo, en su influyente libro, Tolman (1938) considera
el ensemble representativo del sistema bajo estudio como el modo de
expresar nuestro conocimiento incompleto acerca de tal sistema: las
probabilidades son concebidas, entonces, como una medida de nues-
tra ignorancia acerca el microestado preciso en el que se encuentra el
sistema vy, por lo tanto, su introduccion es resultado de la inevitable
imprecision de nuestras mediciones. Es justamente esta interpreta-
cién de la probabilidad lo que ha originado las acusaciones de subje-
tividad que tradicionalmente se han dirigido al enfoque gibbsiano.
Una vez definido el ensemble representativo del sistema bajo estu-
dio, el enfoque de Gibbs brinda una descripcién dindmica de su evo-
lucion: en la medida en que cada uno de los sistemas del ensemble es
un sistema mecanico, evolucionara a través del tiempo de acuerdo con
las leyes dindmicas de la mecanica cléasica. El enfoque de Boltzmann,
en cambio, al adoptar como punto de partida una aproximaciéon com-
binatoria, en principio no suministra una explicacion dinamica del
comportamiento del sistema. Cuando se intenta dar cuenta, en tér-
minos de la dindmica subyacente, de la evolucion al equilibrio en
el marco boltzmanniano, aparecen las dificultades que, ya desde los
origenes de la teoria, dieron lugar a los debates en torno al problema
del llamado “desorden molecular” (¢fr. Culverwell 1894, Burbury
1894, Boltzmann 1895a, 1895 b). Actualmente, los defensores del en-
foque de Boltzmann pretenden prescindir de la dindmica subyacente
apelando al concepto de comportamiento “tipico” del sistema:
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Sp tipicamente aumentard de un modo que explica y describe cualitati-
vamente la evolucion hacia el equilibrio de los sistemas macroscopicos.
Tipico, como es usado aqui, significa que el conjunto de microestados
correspondientes a un macroestado M dado, para el cual la evolucién
conduce a una disminucién macroscépica de la entropia de Boltzmann
durante cierto periodo fijo 7, ocupa un subconjunto de I'y; cuyo vo-
lumen de Liouville es una fraccion de |I'y| [de la medida p(T'y) en
nuestra terminologia] que tiende muy rapidamente (exponencialmente)
a cero cuando aumenta el nimero de atomos en el sistema. (Lebowitz

1999, p. $348)

Este sentido de “tipico” se define en términos de la relacion entre
las medidas de diferentes regiones del espacio de las fases, indepen-
dientemente de toda consideracion dindmica. Sin embargo, tal como
algunos autores sefialan (¢fr. Lavis 2005), este modo de caracterizar la
nocion de “tipico” no resulta suficiente para calificar una trayectoria
en el espacio de las fases como “tipica”: ello exige, una vez mas,
introducir consideraciones dindmicas, originalmente ausentes en el
marco boltzmanniano.'®

Por dltimo, los enfoques de Boltzmann y de Gibbs difieren en
cuanto al nivel descriptivo adoptado como punto de partida tedri-
co. El enfoque de Boltzmann puede caracterizarse como un enfoque
macro-micro puesto que, desde el comienzo, requiere la introduccion
de alguna —o algunas— variable(s) macroscopica(s) en funcién de
la(s) cual(es) se definirdn los macroestados y sus correspondientes
regiones representativas en el espacio de las fases. Por el contrario, el
enfoque de Gibbs adopta la estrategia inversa, micro-macro: se parte
de una caracterizacion microscopica de los elementos del ensemble
y, en un paso logicamente posterior, el valor de las macrovariables
se asocia con el promedio en fase de magnitudes definidas sobre el
ensemble. Dado que, desde esta perspectiva, las variables macros-
copicas no se han presupuesto, la coincidencia entre sus valores y
los promedios en fase no es un resultado que haya de cumplirse
necesariamente; en efecto, en ciertas condiciones es posible que los
métodos de Gibbs “no funcionen”, en particular, si el sistema no es
ergddico (para una discusién sobre este punto, ¢fr. Lombardi 2003).

16 Lavis (2005, pp. 258-260) pone de manifiesto que, cuando se define con pre-
cisién la nocién de “tipico” aplicada a trayectorias, la ergodicidad aparece como
una condicién suficiente para que las trayectorias tipicas se comporten de un modo
termodinamico. Esta conclusién constituye un interesante argumento contra los de-
fensores del enfoque de Boltzmann, quienes insisten en que la ergodicidad no es
condicion necesaria ni suficiente para la irreversibilidad.
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Estas diferencias en los conceptos que se encuentran a la base de
las perspectivas boltzmanniana y gibbsiana hacen muy dificil sub-
sumir ambos enfoque bajo un Gnico marco tedrico. Lavis (2005),
por ejemplo, intenta la reconciliacién mediante una redefinicion del
concepto de equilibrio: las propiedades dicotomicas del sistema de
“estar en equilibrio” o “no estar en equilibrio” se reemplazan por
una propiedad continua de “ser comtGn” [commonness]: un microes-
tado es mas o menos comun segiin sea mayor o menor la medida del
macroestado al cual pertenece. No obstante, esta estrategia no parece
dar cuenta de la idea termodindmica de un sistema que ha alcanzado
una situacion donde sus variables macroscopicas ya no experimentan
variaciones con el tiempo. Nuestra sospecha es que si la reconciliacién
entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs es posible, ésta debera
basarse en una aproximacién “algebraica” de la mecanica estadistica,
a la manera del enfoque algebraico de la mecanica cuantica: el dlgebra
de observables se adopta como punto de partida, y las magnitudes
bésicas pasan a ser los valores medios de tales observables. Desde esta
perspectiva, la dindmica relevante es la correspondiente a tales valo-
res medios y no la del estado del sistema; pero la exploracion de esta
posibilidad excede completamente los limites del presente trabajo.

En definitiva, el hecho de que los enfoques de Boltzmann y de
Gibbs brinden resultados practicamente coincidentes en el caso de los
sistemas tradicionalmente estudiados en mecanica estadistica no debe
interpretarse como si ambos pudieran identificarse bajo ciertas con-
diciones definidas. Las discrepancias entre las bases conceptuales de
las propuestas boltzmanniana y gibbsiana son tan profundas que la
btasqueda de una reconciliacion teérica entre ambos enfoques conti-
nta presentindose como un problema abierto en los fundamentos de
la mecanica estadistica.

12. Conclusiones

Si bien la mecanica estadistica es una de las teorias mas tradicionales
de la fisica, ain hoy sigue generando debates en torno a sus fun-
damentos. El origen de los desacuerdos reside en la coexistencia de
dos enfoques tedricos, el de Boltzmann y el de Gibbs, que difieren
en aspectos conceptuales centrales, en particular, en las condiciones
y el modo de dar cuenta de la irreversibilidad. En la actualidad, los
defensores de ambos enfoques se enfrentan desacreditando el enfoque
contrario mediante argumentos tedricos y contraejemplos particula-
res. Sin embargo, los participantes del debate suelen pasar por alto un
hecho central: las perspectivas boltzmanniana y gibbsiana no brindan
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explicaciones alternativas de un tnico concepto de irreversibilidad,
sino que cada uno de los enfoques define su propio concepto de
equilibrio y, con ello, de irreversibilidad.

En el presente trabajo se ha intentado presentar con claridad las di-
vergencias conceptuales entre los enfoques de Boltzmann y de Gibbs,
a menudo ocultas en presentaciones que yuxtaponen elementos pro-
venientes de ambas perspectivas en un intento por brindar una visién
organica y unificada de la mecanica estadistica. Esta tarea ha permi-
tido disolver el debate en su forma actual, al poner de manifiesto
los diferentes conceptos de irreversibilidad utilizados en el desarrollo
de la discusion. Por dltimo se ha argumentado que, en los casos de
interés préctico, tanto el enfoque de Boltzmann como el de Gibbs
brindan resultados adecuados, aun cuando ello no cancele las dife-
rencias basicas entre ambas perspectivas tedricas.
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