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DISCUSIONES

LA NATURALEZA DEL CONOCIMIENTO
MATEMATICO. Critica a un libro de Philip Kitcher
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En 1984 Philip Kitcher escribié un libro en el que sos-’
tiene que la matemética es una ciencia empirica.! El
rigor con que estd escrito, el conocimiento de la historia
de la matemadtica que revela el autor y, sobre todo, el he-
cho de que por primera vez se haya presentado un desa-
rrollo verdaderamente sistemético de la posicién empi-
rista en la filosofia matemaética, ha llamado la atencién
en los circulos especializados y ha provocado miltiples
criticas y discusiones. Sin embargo, hasta donde llega
nuestra informacién, no se ha hecho, atn, una critica del
libro de Kitcher en el mundo de habla castellana. Cre-
emos que la importancia del libro merece un comentario
en nuestro idioma pues es conveniente que se conozca
en nuestros circulos especializados. Quienes, como noso-
tros, tienen una posicién filoséfico-matematica no empi-
rista, serdn motivados por la agudeza y profundidad de
sus planteamientos, para revisar y reajustar sus propios
puntos de vista. Los que son de tendencia contraria en-

! Philip Kitcher, The Natxre of Mathematical Knowledge, Oxford Univer-
sity Press, Nueva York-Oxford, 1984.

109



contrarén en el libro un intento de fundamentacién em-
pirista superior, de lejos, a los anteriormente existentes.
En las lineas que siguen, haciendo justicia a los méritos
de una obra verdaderamente importante, tratamos de
mostrar que el intento de Kitcher es insostenible.

Kitcher inicia su libro con la exposicién de lo que,
segiin él, constituye el conocimiento a priors. Para des-
cribir con precisién este conocimiento parte de una con-
cepcién psicologista del conocimiento, basada en la no-
cién de garantia. El conocimiento de un sujeto X de
un hecho p, se constituye si, efectivamente, pse day X
cree que se da y la creencia de X en p ha sido producida
por un proceso que garantiza esta creencia (K, 84, 17).
Kitcher nos dice con acierto que para el subsiguiente
desarrollo de sus tesis no necesita analizar mayormente
el concepto de garantia. Partiendo de esta premisa nos
presenta el siguiente andlisis del conocimiento a priors
con la intencién de mostrar, luego, que el conocimiento
matemadtico no es a priors.

(1) X sabe a priori que psiy sélosi X sabequepyla
creencia de X de que p ha sido producida por un proceso
que es una garantia a priors para dicha creencia.

(2) o es una garantia a priors para la creencia de X
de que p, si y sb6lo si a es un proceso tal que, dada una
vida e, suficiente para que X llegue a la creencia de que
p:

a) algin proceso del mismo tipo pudo producir en X
una creencia de que p;

b) si un proceso del mismo tipo fuera capaz de pro-
ducir en X una creencia de que p, entonces serfa una
garantia para que X creyera en p;

c) si un proceso del mismo tipo hubiera de producir
en X una creencia de que p, entonces p (K, 24).
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Partiendo de este andlisis, Kitcher arremete contra
los argumentos de los aprioristas en matematicas. Para
ello Kitcher considera que la concepcién apriorista de
la matemdtica supone que todos los conocimientos ma-
tematicos pueden ser conocidos a prior: mediante su
demostracién o prueba. Para defender esta tesis hay
que suponer lo siguiente:

(3) Hay una clase de enunciados A y una clase de
reglas de inferencia R tales que:

a) cada miembro de A es un enunciado a priors bési-

. CO;

b) cada miembro de R es una regla que preserva la
aprioridad;

c) cada enunciado estindar de matemdticas se pre-
senta como el dltimo miembro de una sucesién, cuyos
miembros pertenecen todos o bien a A o se derivan

de miembros previos de acuerdo con alguna regla de
R (K, 39).

Una primera objecién a esta concepcién del a priors
matemdtico es que cuando una demostracién matemaéti-
ca es muy larga (aunque Kitcher no da ningin ejemplo,
pensemos, en este caso, en la demostracién del teorema
de los cuatro colores para la cual se han tenido que
utilizar computadoras), con frecuencia quien la hace, o
quien trata de seguirla, tiene dudas sobre su correccién
(K, 84, 40). Esto puede hacernos pensar que en la de-
mostracién hay errores, lo que significa que nuestro co-
nocimiento del teorema es inevitablemente incierto y,
en consecuencia, no es a priori (K, 40).

Esta objecién no nos parece sostenible. En efecto, el
hecho de no estar seguro de que el teorema esté bien
demostrado, no contradice ninguna de las condiciones
que el propio Kitcher propone para que un conocimiento
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sea a priors, porque cuando pensamos que un teorema
puede no estar bien demostrado es porque creemos que
pudo haber habido algin error en su demostracién. Y
este error puede producirse, también, como sucede a me-
nudo con los principiantes, en una demostracién corta.
El hecho de que esto suceda en una demostracion larga
en nada cambia la naturaleza de la demostracién. Si
quien demuestra el teorema no comete errores, enton-
ces, de acuerdo al anélisis de Kitcher de la manera como
se produce el conocimiento a prior:, ofrece siempre una
garantia de la creencia en la verdad del teorema. Supon-
gamos que hay un teorema largo y dificil cuya demos-
tracién se intenté varias veces y se descubrié que habia
errores en ella. La demostracién no vale porque se han
violado ciertos principios o reglas que son parte de la
garantia de la creencia en su verdad. Supongamos que
llega un momento en que todos estdn de acuerdo en que
" la demostracién es valida. Esto se debe a que todo aquel
que comprende la demostracién del teorema encuentra
todas las garantias necesarias para creer en su verdad.
Asi ha sucedido innumerables veces en la historia de
la matemaéatica. El hecho de que el conocimiento de un
teorema sea incierto porque pudimos haber cometido
errores en su demostracién no le resta absolutamente
nada de su apriorismo. Cuando se corrige la demos-
tracién de un teorema no se hace la correccién obser-
vando hechos sino recurriendo a principios y reglas que
no tienen nada que ver con la experiencia. El conoci-
miento a priort no es un conocimiento que se establezca
sin errores. Si as{i fuera no habria, por supuesto, ningin
conocimiento posible a priori. Pero el propio anélisis
del concepto de conocimiento a priort que hace Kit-
cher permite, perfectamente, concebir que se cometen
errores en las demostraciones matematicas. En efecto,
el proceso mediante el cual un sujeto llega a creer que
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un determinado conocimiento (expresado en forma de
teorema) es verdadero, pudo haberse desviado del pro-
ceso que debid seguir. Dicho sujeto puede creer que el
proceso es correcto, pero al revisarlo se da cuenta de que
en cierta parte del mismo, en lugar de haber empleado
el principio l6gico X, como lo exigia la demostracién,
empleé el ¥, que fue el que lo condujo al resultado falso.
La posibilidad de que una demostracién pueda ser falsa
no impide, por eso, su caricter aprioristico.

El hecho de que cuando los demés, sobre todo los
maestros en quienes confiamos, aceptan nuestra demos-
traciéon, haga que sintamos reforzada nuestra creencia
en su validez, no tiene nada que ver con el apriorismo
de la prueba (Kitcher menciona este hecho como ar-
gumento en contra del apriorismo). La sugestién puede
enganarnos durante algin tiempo; pero es perfectamen-
te posible encontrar errores en los maestros y llegar a
la certeza de que la demostracién que hemos hecho es
buena a pesar de la opinién contraria de los primeros.
Lo que si es cierto es que cuando una demostracién
es correcta y es universalmente aceptada, la verdad a
priort de la légica y de las matemdticas es necesaria
y, si es necesaria, es universal. Kitcher sostiene que la
necesidad de un conocimiento no tiene nada que ver con
su apriorismo, sin entrar en mayores detalles. Y esto es
grave. Una tesis filoséfica que da la impresién de ser
definitiva, es la que dice que un conocimiento empirico
no puede ser necesario. Desde Platén hasta nuestros
dias, esta tesis se ha mantenido incélume y nadie ha
podido demostrar lo contrario.? Afirmar, por eso, que

2 Alguien podrfa pensar que la tesis de Kripke de que hay conoci-
mientos 8 posteriori y necesarios, permite justificar la afirmacién de
Kitcher. Pero en primer lugar, esta tesis no tiene nada que ver con
las verdades matemdéticas y, en segundo lugar, en nuestra opinién las
dos famosas tesis de Kripke, a saber, que hay verdades contingentes
o priori y verdades necesarias a posieriori, son falsas de toda falsedad.
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el conocimiento matematico es necesario y empirico, es
una enormidad que exige la m4s rigurosa prueba.

Un segundo argumento de Kitcher contra el aprio-
rismo es que esta posicién supone la existencia de una
intuicién especial y que es imposible fundar el cono-
cimiento matemético en una intuicién diferente de la
empirica (K, 49 y ss.). No analizamos la refutacién que
hace el autor de la tesis kantiana que afirma que la
matemética se basa en una construccién referida a las
formas puras de la intuicién sensible, porque creemos
que la tesis kantiana es falsa. Pero en lo que si tiene
razén Kitcher es que toda tesis apriorista supone, de
una manera u otra, la existencia de una 1ntu1c10n que
puede llamarse tntutcsén intelectual.

Kitcher dedica largos parrafos a atacar la 1ntu1c10n in-
telectual. Su argumentacién se basa en su concepto del
a priori: si hay una intuicién intelectual a priors debe
ser indubitable, pero como hay muchas personas que
dudan de los conocimientos supuestamente adquiridos
mediante esta intuicién, no puede sostenerse que ella
conduce a conocimientos fundados. Pero se olvida de
hacer referencias a ciertas intuiciones que si parecen in-
falibles como las de la aritmética elemental y de ciertos
aspectos de la geometria y de la teoria de los conjuntos.
Asf{, una proposicién como ' = ¢y’ D z = y funda su
verdad en una evidencia intuitiva que no puede de nin-
guna manera ponerse en duda. Lo mismo puede decirse
de la infinitud potencial de la sucesién de los nimeros
naturales: dado un ntimero natural N es absolutamente

Desgraciadamente, debido a lfmites de espacio, aquf no podemos ana-
lisar y criticar las tesis de Kripke. Véase sobre esto, Kripke, “Mea-
ning and Necessity”, en Davidson y Harman, Semantice of Natural Lan-
guage, Dordrecht, 1972; véase también, Stegmiiller, “Designatoren und
moglichen Welten”, en su libro Haxpelromungen der Gegenvartsphilosophie,
Kroner, Stuttgart, 1975. Sobre una critica de las tesis de Kripke véase
Routley, Ezploring Mcinong’s Jungle and bcyoud, PP- 147 y #s., Australian
National University, 1980.
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evidente que le sucede el nimero N+1. Esta intuicién
no puede fundarse en la observacién empirica porque la
acumulacién de objetos tiene limites y rdpidamente se
llega a una situacién en la que no puede agregarse nada.
Sélo la capacidad del intelecto de captar a prior: la po-
sibilidad de agregar siempre una unidad a N, por més
grande que sea N, permite comprender que la sucesién
de los nimeros naturales es potencialmente infinita.?

3 Es cierto que algunos filésofos de las mateméticas como Esenin
Volpin, sostienen que la intuicién de la posibilidad de agregar siempre
una unidad al ndmero natural anterior sélo es védlida para nimeros
no demasiado grandes, pues cuando los nimeros son muy grandes
nadie puede hacer la experiencia de agregar unidades (“The ultra-
intuitionistic criticism and the antitraditional program for founda-
tions of mathematics®, A. S. Esenin Volpin, Inisitionism and Proof Theo-
ry, North-Holland, 1970). Pero la respuesta a esta posicién es simple:
1‘ Esenin Volpin est4 equivocado. Nuestra intuicién de la sucesién de
los ntimeros naturales nos impone @ priori que, por mis grande que sea
N, siempre le seguird N+1; 2) suponiendo que no estuviera equivocado
(por mor de la argumentacién), no cabe Ia menor duda de que si se
piensa en un nimero natural determinado, nimero que tengamos que
utilisar en cualquier operacién aritmética que estemos efectuando, se
podré4 siempre pensar, de manera necesaris, en dicho ndmero més uno.
Esta necesidad no es empfrica. Los experimentos que se han hecho so-
bre la génesis del concepto del ndmero natural en el pensamiento del
nifio muestran, de manera irrefutable, que el concepto de ls necesidad
con que un nimero natural sucede a otro no es una mera abstraccién
con base en la observacién de manipulaciones empfricas de objetos.
Desde luego, la experiencia, como ya lo habfan visto muchos filésofos,
entre ellos Aristételes y Kant, es el punto de partida de todo pen-
samiento légico-matemdético y, en general, cientifico. Los conceptos
légicos y matema4ticos se van elaborando poco a poco a través de ex-
periencias que se van complicando paulatinamente (como inclusién de
conjuntos finitos, asociacién biunfvoca de élementos de conjuntos fi-
nitos, equilibracién de operaciones de agregacién y disminucién, etc.).
A través de una génesis progresiva que avansa por etapas el nifio se
va dando cuenta de que todos los ndmeros que él maneja tienen un
sucesor. Llega-un momento en que se percata de que la sucesién de N
a N+1 es necesaria. Esta necesidad no se deriva de ninguna observacién
referida a los elementos materiales que el nifio est4 manejando. Sim-
plemente, su concepto se va perfilando conforme avansa en edad hasta
que, después de los doce o trece aiios, adquiere el claro concepto de
la necesidad de la sucesién. Por eso, aunque Esenin Volpin tuviera
rasén, siempre habrfa un elemento irreductible a la experiencia en el
pensamiento matemdtico. Pero los experimentos de laboratorio mues-
tran que el nifio llega, casi siempre después de los 10 aiios, a tener el
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En cuanto a intuiciones geométrica.s, basta pensar en
la transitividad de la congruencia (de la igualdad de
fi iguras mostradas mediante superposicién), en proposi-
ciones de interidad (betweenness) como “Si A estd entre
B y C, est4 también entre C y B” o en proposiciones
de separacién en una circunferencia, si A estd separado
de C por By D, B esté separado de D por Ay B.

Nuestras intuiciones evidentes relativas a los conjun-
tos son miiltiples. Cuando se trata de conjuntos fini-
tos resultan evidentes todos los axiomas de Zermelo-
Fraenkel, incluyendo el axioma de seleccién y el de rem-
plazo. Cuando se pasa a los conjuntos infinitos puede
haber dudas en relacién a algunos axiomas pero hay
muchas proposiciones que son evidentes en relacién a
cualquier cardinalidad de los conjuntos mencionados,
por ejemplo ANB=BNA, ACBABCCD>ACC,
etc.

Si alguien duda de estas evidencias, su 1ntelecto, evt-
dentemente, tiene dificultades de funcionamiento. La
necesidad con que se imponen satisface plenamente las
condiciones estipuladas por Kitcher para que un cono-
cimiento sea a priori: todo aquel que tiene experiencias
gemejantes cree que las proposiciones mencionadas (y
muchas otras més) son verdaderas y la evidencia con
que capta esta verdad es plena garantia de ella.

concepto de un ndmero cualquiera N y de que N tiene necesariamente
un sucesor N+1 y, a través de esta concepcién, llega a la clara idea del
infinito potencial y a saber que el conjunto de los niimeros es infinito.
La experiencia es, asf, un trampolin desde el cual se tiene que saltar
pero, una ves que se salta, e] intelecto intuye, de manera irreductible

a la experiencia, es declr, apriorfsticamente, verdades necesarias y
universales.

Sobre la génesis del concepto de niimero natural y los resultados
que muestran que el concepto de infinitud no puede alcansarse me-
diante procesos de abstraccién aplicados a las operaciones con obje-
tos concretos, véase Piaget, Problémes de la consiruction dw nombre (Etudu
d’Epistemologie Généligue, XI), Presses Universitaires de France, Parfs,
1960. :
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La critica que hace Kitcher al platonismo y al concep-
tualismo presenta aspectos muy interesantes. Afirma,
con razén, que tanto el primero como el segundo son,
entre otras cosas, intentos de explicar el conocimiento
matemaético a priori. En gran parte las criticas efectua-
das son correctas, pero no es menester analizarlas para
los fines de la presente argumentacién.

Realizada la critica del apriorismo, Kitcher pasa a ex-
poner sus puntos de vista sobre la naturaleza empirica
de la matemaética. Su tesis fundamental es que un muy
limitado conocimiento matematico puede obtenerse me-
diante la observacién y la manipulacién de las cosas
comunes y que, sobre esta base, erigimos las podero-
sas teorias generales que integran dicho conocimiento
(K, 92). En otras palabras, para explicar el origen del
conocimiento matemético hay que elaborar una visién
de la realidad matemadética que sea compatible con la
tesis de que nuestro conocimiento matemaético puede
originarse en la percepcién sensible (K, sbid.).

El objeto de estudio de la matemadtica es la estruc-
tura. Las propiedades de las cosas de nuestra experien-
cia cotidiana nos revelan, por medio de la percepcién,
las estructuras que ejemplifican. Partiendo de éstas se
encuentran todas las demés (K, 107).

Hechas estas afirmaciones, Kitcher comienza a des-
arrollar su tesis fundamental: el proceso que permite
pasar de las estructuras descubiertas directamente en
los objetos percibidos a las estructuras matemaéaticas més
abstractas, es un proceso empirico. No interviene para
nada una intuicién intelectual irreductible a la percep-
tiva, una evidencia que nos revele a priors las estructu-
ras més complejas.

La aritmética se constituye mediante operaciones que
podemos hacer sobre los objetos que nos rodean. Segin
Stuart Mill, la aritmética versa sobre las “posibilidades
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permanentes de manipulacién”. Kitcher nos dice que la .
manipulacién consiste en segregar y recombinar objetos
(K, 108). Pero, en realidad, cuando se trata de operacio-
nes largas y comphca.das no puede decirse que efectue-
mos realmente todas las opera.cxones Dadas nuestras li-
mitaciones biolégicas, las operaciones que efectivamente
realizamos son limitadas. Por eso la aritmética es ver-
dadera no en relacién a las operaciones que efectuamos
sino a las operaciones realizadas por un agente sdeal.
La aritmética es, asi, una teoria idealizante: la relacién
entre la aritmética y las operaciones reales de los suje-
tos humanos es semejante a la que se da entre las leyes
de los gases ideales y los gases reales que existen en
nuestro mundo (K, 109). Pero, agrega Kitcher, esto no
significa que exista algin ser misterioso dotado de pode-
res sobrehumanos. Las verdades mateméticas son ver-
daderas en virtud de estipulaciones que establecemos,
especificando determinadas condiciones relativas a la
extensién de predicados que, en realidad, no son nunca
plenamente satisfechos, sino s6lo parcialmente, debido a
las operaciones que rea.hza.mos (incluyendo opera.cxones
fisicas) (K, 110).

Para comprender bien lo que esto significa hay que
remplazar las nociones de objetos matematicos abstrac-
tos por nociones que se refieren a la actividad ma-
temaética; asi, en lugar de utilizar el concepto de con-
junto o coleccién, debemos utilizar la nocién de colec-
ctonar. En este sentido, hay dos nociones mateméaticas
bésicas: colecctonar y correlacionar (K, 110, 111). _

Partiendo de estas nociones, Kitcher reconstruye los
postulados de la aritmética mediante un sistema que
llama Aritmética de Mill (en honor a Stuart Mill, que
con tanto énfasis defendié la posicién empirista en la
filosoffa matem4tica del siglo pasado). Para formalizar
debidamente los postulados, utiliza las siguientes no-
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ciones: operacién unitaria (operacién segregativa me-
diante la cual un solo objeto es segregado), operacién
de sucesor, operacién de adicién y operacién de casabi-
lidad* (no introduce la operacién de multiplicacién para
simplificar la exposicién, pero, evidentemente, esta ope-
racién se puede agregar sin complicaciones al sistema)
(K, 112). Simbélicamente estas operaciones son “Uz”,
“Szy”, “Azy2”, “Mzy” (“z es una operacién unitaria”,
“r es una operacién de sucesién respecto de y”, “z es
una adicién respecto de y y 2”, “zy y son casables”). La
operacién de casabilidad es reflexiva, simétrica y tran-
sitiva, y corresponde a la nocién operativa de igualdad.

Los axiomas de la Aritmética de Mill adquieren for-
mas como las siguientes:

(1) (z)Mzz (todo z es casable consigo mismo)

(2) (2)(y)(Mzy — Myz) (siz es casable con y,y
es casable con z);

- (4) (@) (W)(Uz&Mzy) — Uy) (si z sesegregay z
es casable con y, entonces y se segrega);

8) (2)(v)(2)(w)((Szy&SzwbMyw) — Mzz) (si
z es una operacién de sucesién de y, y z es una operacién .
de sucesién de w, y y es casable con w, entonces z es
casable con 2) :

Entre los axiomas del sistema se halla el de induccién
y la definicién recursiva de la adicién. Ademas, para
que el sistema pueda funcionar, es decir, para que en

* Traducimos ®matchability® como “casabilidad”. Creemos que tradu-
cir “a matches b® como “a casa con b” es adecuado desde el punto de
vista matematico.
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él puedan reproducirse los teoremas de la aritmética de
Peano, hay que agregar postulados especiales entre los
que estan: :

(14) (2)(3y)Szy,
(15) (2)(v)(F2) Azzy.

Esto significa que no se puede desarrollar la aritmé-
tica si no se supone que hay un conjunto infinito de
ndmeros naturales. En efecto, nuestra experiencia per-
ceptiva no nos permite tener la seguridad de que dado
un nimero cualquiera, siempre existird su sucesor, ni
que siempre exista la suma de dos ntimeros. Esta difi-
‘cultad es superada, segiin afirma Kitcher, si se consi-
dera que la aritmética es una teoria tdealtzante. En este
sentido los axiomas de la aritmética de Mill son defins-
ctones itmplicitas de un agente tdeal (K, 114, 115 y ss.).

Desarrollada su “teoria empirista” de la aritmética,
Kitcher pasa a elaborar una “teoria empirista” de los
conjuntos. No es necesario referirnos a los detalles por-
que la teoria de los conjuntos se establece sobre las mis-
mas bases que la Aritmética de Mill. Méas adelante vere-
mos que las objeciones aplicables a la teoria aritmética
de Kitcher, cuando se trata de la teoria de los conjuntos,
tiene adn mayor fuerza.

El lector se habra dado cuenta, por cierto, de que la
gran dificultad con que tropieza la teoria de Kitcher es
la introduccién del agente 1deal para explicar la posibi-
lidad de desarrollar la teoria con relacién a conjuntos
infinitos de individuos. La iinica manera de concebir
este agente que no sea contraria a una posicién empi-
rista, es considerarlo como una hipétesis semejante a las
hipétesis de la fisica. Esto es lo que hace Kitcher com- -
parando la hipétesis del agente tdeal con la hipétesis de
los gases perfectos (K, 117). Ahora bien, una hipétesis
fisica, para merecer tal nombre, debe ser falsable. Asi, la
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ley de Boyle-Charles de los gases perfectos (PV = RT,
donde P es la presién, V el volumen, T la tempera-
tura y R una constante especifica para cada gas) es, en
principio, falsable. Aunque hasta ahora ha sido corrobo-
rada por todos los experimentos realizados, es perfecta-
mente imaginable, en principio, que algin dfa, mediante
métodos ultrarrefinados de medida, la ley pueda ser fal-
sada; por ejemplo, que para algunos valores de P, R y
T, el valor de V no corresponda al que se deduce de la
férmula.

{Cémo puede concebirse una falsacién en el caso del
agente tdeal? Kitcher no nos da ninguna pista. Es in-
teresante observar que la parte dedicada a la hipétesis
del agente ideal es la inica poco rigurosa y hasta vaga
del libro, pues Kitcher no da ninguna orientacién sobre
la manera como debe utilizarse dicha hipétesis para ex-
plicar hechos y para hacer predicciones. Por eso, para
saber qué es lo que podria falsarla, hay que desarrollarla
mas allé de los propios planteamientos del autor.

Desde el punto de vista explicativo puede decirse que
la hipétesis del agente sdeal explica bastante bien el he-
cho de que los agentes reales cada vez que, contando,
llegan a un nimero natural N, puedan de manera inme-
diata llegar a N+1. Si, de acuerdo con la hipétesis, se
puede contar uno por uno todos los elementos del con-
junto infinito de los niimeros naturales, entonces debe
ser siempre posible, cuando se llega a un nimero na-
tural cualquiera, pasar al que le sigue. Pero cuando se
trata de explicar no ya el avance paso a paso en la su-
cesién de los ntimeros naturales sino, por ejemplo, una
cosa tan innegable como el hecho de que la afirmacién
de que todo nimero natural tiene un sucesor es una
proposicién necesariamente verdadera, no se encuentra
ninguna posibilidad de éxito. Del hecho de que el agente
tdeal sea capaz de recorrer por completo la totalidad de
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los elementos de cualquier conjunto, por més grande que
éste sea, no se puede deducir que todo nimero natural
tiene, necesarsamente, un sucesor. ;Por qué no puede
darse el caso de que exista un ntimero natural que no
tenga ningin sucesor inmediato?

Senaladas las dificultades que se presentan en la ex-
plicacién, pasemos a la prediccién. ;Cémo podria fal-
sarse una prediccién respecto del agente tdeal? Aqui
la insuficiencia de la hipétesis es mucho més grande
que en e] terreno explicativo. Para falsarla habria que
deducir de ella una prediccién que dejara de cumplirse
por lo menos una vez. Pero no vemos qué predicciones
falsables puedan hacerse. En efecto, una prediccién de
esta naturaleza tendria que ser sobre la posibilidad de
recorrer, uno por uno, todos los miembros de sucesiones
infinitas. Por ejemplo, si la hipétesis del agente tdeal
es verdadera, entonces debe ser posible avanzar paso
a paso en la sucesién de los nimeros naturales. Esta
prediccién no podré falsarse jamés puesto que, como
acabamos de ver, cada niimero natural tiene, necesaria-
mente, un sucesor. Adema4s, en el conocimiento de esta
_ verdad se cumplen todas las condiciones planteadas por
Kitcher para que un conocimiento sea a priors.

Seamos entonces un poco més audaces y hagamos la
siguiente deduccién: un agente real debe ser capaz de
recorrer todos los elementos, sin que falte ninguno, de
un ordinal de segunda especie. Con plena evidencia sa-
bemos que esto es imposible. Si se acepta la deduccién,
la prediccién no se cumple y, en consecuencia, resulta
falsa. Kitcher podria argiir que su hipétesis no signi-
fica que los agentes reales puedan hacer todo lo que
hace el agente tdeal, as{ como las variables de la ley
de Boyle-Charles no pueden, tampoco, asumir todos los
valores. De acuerdo; pero existe, sin embargo, una di-
ferencia radical entre ambas limitaciones: en el caso de
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la ley fisica, como hemos sefialado, dentro del marco de
variacién de sus variables, puede concebirse que la ley
deje alguna vez de cumplirse; en cambio, si se restringe
el marco de variacién del agente real a los niimeros natu-
rales que pueda, efectivamente, contar, és inconcebible
que alguna vez el agente alcance un nimero N y que no
pueda alcanzar el nimero N+1. Y no puede concebirse
esto porque la posibilidad de pasar de N a N+1 se enun-
cia mediante una proposicién de verdad necesaria. Para
concluir: las proposiciones que enuncian las hipétesis
de las teorias fisicas son contingentes, las que enuncian
verdades aritméticas son necesarias. Por eso las prime-
ras son falsables, mientras que no tiene sentido hablar
de falsacién en el caso de las segundas.®

Si se pasa de la aritmética a la teoria de los con-
juntos, la posicién de Kitcher es aiin menos sostenible.
Cuando en el desarrollo de dicha teoria se hacen refe-
rencias a conjuntos infinitos, jamés se piensa en algin
agente tdeal que sea capaz de recorrer uno por uno to-
dos los elementos que lo integran. Asi, en la snduccidn
transfinita se hace referencia a infinidades de elemen-
tos de manera directa, sin ninguna necesidad de pensar

8 Podria pensarse que la teor(a de los ordinales constructibles, muy im-
portante para el desarrollo de la teorfa de los conjuntos (por ejemplo,
para elaborar “modelos internos® de la teorfa), no puede establecerse
sin hacer la hipétesis del agenie ideal. Pero esto serfa un error. Los ordi-
nales constructibles, a pesar de su nombre, no se construyen en sentido
estricto, pues, a partir de W, todos son transfinitos. Simplemente, se
definen como los ordinales que poseen determinada propiedad. La to-
talidad de los ordinales constructibles no es sino la totalidad de los
ordinales que cumplen determinada condicién.

Lo que sf puede hacerse es ssponer que un agente ideal, tal como lo
concibe Kitcher, podrfa recorrerlos uno por uno hasta agotarlos; pero
esto uo significa que sin esta hipétesis no se puedan comprender ni
se puedan hacer demostraciones sobre sus propiedades y relaciones.
Por otra parte, la hipétesis de que un sgenie ideal pueda pensarlos uno
por uno, no puede falsarse de ninguna manera confrontando algunas
de sus consecuencias deductivas con la experiencia. ;Con qué tipo de
experiencia habrfa que hacer la demostracién?
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en alguien, aunque sea hipotéticamente, que los recorra
uno por uno. El teorema de la induccién transfinita,
fundamental para desarrollar la teoria de los conjuntos,
nos dice lo siguiente: si el hecho de que todo ordinal
a > f (siendo B cualquier ordinal) tenga la propiedad
P implica que § también la tiene, entonces todo ordinal
tiene la propiedad P. Para comprender este enunciado
no es necesario pensar, uno por uno, en todos los ordi-
nales menores que A. La situacién es semejante a la que
se produce cuando uno se refiere a ciertos conjuntos
finitos. Por ejemplo, cuando alguien dice: “todos mis
condiscipulos en el Colegio Italiano eran hijos o nietos
de italiano”, el que escucha esta frase la comprende per-
fectamente bien y, sin embargo, no sabe cuéntos eran
los condiscipulos de quien la enuncia, ni cémo eran. El
enunciado se refiere a todos los elementos que tienen
una propiedad comin: la de ser condiscipulos de la per-
sona que enuncié la frase y, aunque se comprende con .
claridad perfecta, no es necesario conocer a todos los

individuos que integran el conjunto caracterizado por

la propiedad comiin. Lo mismo sucede con los ordinales

menores en el enunciado del teorema de tnduccidn trans-

finita. Por eso en este caso, y en innumerables enun-

ciados y demostraciones de la teoria de los conjuntos

y de otras teorfas matemadticas, la hipétesis del agente

tdeal no puede falsarse porque ni siquiera tiene sentido
matemético. ‘

Creemos que los anteriores anélisis muestran la insos-
tenibilidad de la hipétesis del agente tdeal y de la tesis
de que la verdad de las proposiciones matemaéticas se
fundamenta de la misma manera que la de las hipétesis
fisicas. Pero la hipdtesis del agente tdeal no es el dnico
argumento de Kitcher. Para probar su tesis empirista,.
Kitcher recurre a ejemplos de la historia de la mate-
mética demostrando un gran conocimiento de ésta y
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presentando ejemplos de gran interés tedrico. Su tesis
central es que la historia de la matema4tica, con algu-
nas variaciones de detalle, puede compararse a la de las
ciencias empiricas. Reconoce que una de las diferencias
es que el conocimiento matematico es acumulativo en
un sentido en que no lo es la ciencia empirica (K, 161).
Pero no puede negarse que el cambio matematico es un.
caso especial de cambio cientifico. Esta afirmacién es
una simplificacién tal vez excesiva de los hechos, pero
nos da una idea de lo que realmente sucede en las cien-
cias exactas (K, 154).

Para probar su tesis, Kitcher hace diversos andlisis,
con notable conocimiento de causa y brillante estilo pe-
dagégico, de casos en los que se produce un verdadero
cambio en la manera de concebir los conceptos y los ra-
zonamientos matemadticos. Y afirma que las pautas de
este cambio son racionales. En un principio, cuando el
lector encuentra la expresién “racional” siente un inevi-
table desconcierto. ;Cémo un empirista puede hablar
de racionalidad? Pero luego se va aclarando el sentido
en que emplea la palabra y se ve que nada tiene que ver
con la significacién del término cuando es utilizado por
filésofos de tendencia racionalista.

Comenzando desde una prictica matemadtica partlcu-
lar, un matemdético (o un grupo de matemaéticos) pro-
pone un método para resolver algin problema que es’
considerado importante por la comunidad matemaéatica.
Esta propuesta genera un nuevo lenguaje (por lo me-
nos en partes importantes de la aplicacion del nuevo
método) que no es bien comprendido por la comunidad
cientifica en el sentido de que nadie puede presentar un
concepto claro de los objetos (referentes) a los que se re-
fieren algunos de los nuevos enunciados; ademés puede
hacer, en la aplicacién de su método, algunos tipos de
razonamiento que no pueden integrarse con los tipos de
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demostracién aceptados en la época. Estos razonamien-
tos pueden considerarse como no rigurosos. A pesar de
estas deficiencias, el método propuesto logra aceptacién
debido a su poder de resolver importantes problemas y
la préctica imperante se amplia para incluirlo (K, 193).
El método se sigue aplicando con una serie de impor-
tantes consecuencias (permite resolver otros problemas
que antes no podian resolverse, sugiere la utilizacién
de nuevos métodos dé razonamiento, etc.), hasta que
llega un momento en que las dificultades para compren-
. der el lenguaje y los razonamientos utilizados se tornan
lo bastante agudos como para inhibir la aplicacién del
método a nuevos problemas considerados como impor-
tantes con relacién al propio desarrollo teérico, hecho
posible por su aplicacién (K, 194). Cuando se llega
a esta situacién, los mateméticos comienzan a buscar
un método que puede remplazar al que estdn usando
y que sea suficientemente riguroso. En el proceso, el
lenguaje utilizado puede experimentar cambios, pueden
agregarse nuevos enunciados, incluso nuevos axiomas, a
las antiguas teorfas y pueden tirarse por la borda con-
cepciones matemaéticas anteriores (K, 194).

Pero una vez que se aceptan las modificaciones no
desaparecen los problemas mencionados y, por eso, la
exigencia de rigor y de esclarecimiento conceptual se
van haciendo cada vez mas fuertes. De esta manera, los
razonamientos no rigurosos en determinado campo de
la matemaética, se van remplazando por razonamientos
rigurosos. Cuando se logra hacer esto, partiendo de pre-
misas bien establecidas, se llega, mediante un razona-
miento que consiste en una sucesién de pasos elementa-
les vélidos, a la misma conclusién a la que habia llegado
anteriormente mediante un razonamiento poco riguroso.
Esta nueva manera de proceder nos permite explicar
cémo es que el razonamiento original nos llevé a una
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conclusién verdadera. El nuevo razonamiento rigorizado
nos permite, asi, comprender el éxito del razonamiento
originario (K, 213).

Pero no hay que creer que la rigorizacién se produce
siempre que hay conceptos y razonamientos oscuros en
matemd4ticas. Histéricamente los mateméticos han pro-
cedido sin preocuparse por la rigorizacién a pesar de
que tenian clara conciencia de la oscuridad de los razo-
namientos que estaban realizando para demostrar teo-
remas importantes. Solamente cuando se dan cuenta de
que no pueden resolver problemas importantes sin acla-
rar conceptos y rigorizar razonamientos, comienzan a
ocuparse racionalmente de los fundamentos, es decir, de
los conceptos bésicos y de los razonamientos sélidos. Por
ejemplo, sélo cuando surgen las paradojas de la teoria
de los conjuntos, paradojas que amenazan derrumbar
la gigantesca obra de sistematizacién hecha por Cantor
y por Dedekind, es que comienza el gran movimiento
filos6fico-matemdtico para aclarar el concepto de con-
junto y rigorizar la deduccién légica aplicable a la teoria
de los conjuntos y, en general, a todo razonamiento ma-
temético (K, 215 y 216).

Para ilustrar sus puntos de vista, Kitcher da varios
-ejemplos histéricos que, en nuestro concepto, constitu-
yen la parte més interesante del libro. El més notable
de todos es el largo texto en que, para ilustrar sus pun-
tos de vista sobre la evolucién racional de los procedi-
mientos matematicos, especialmente de esclarecimiento
conceptual y rigorizacién deductiva, recurre a la histo-
ria del andlisis. El estudio del desarrollo del anéilisis,
segin el autor, proporciona el mejor ejemplo de cambio
matemdético racional (K, 229).

Kitcher llama “cdlculo” a las teorias de Newton, Leib-
niz, los hermanos Bernouilli y el marqués de ’Hépital.
A comienzos del siglo XIX el calculo se habia transfor-
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mado en una nueva disciplina que, con toda propiedad,
se puede llamar “anélisis”. Algunas de las nuevas expre-
siones introducidas por los pioneros no se comprendian
bien y algunos de los nuevos razonamientos utilizados
en las demostraciones eran, sin duda, oscuros. A pesar
de ello fueron aceptadas muy rdpidamente por la comu-
nidad matema4tica y la aceptacién fue eminentemente
ractonal (K, 230). La aceptacién de la comunidad se
debié a que los nuevos métodos del célculo permitian
resolver de manera general un conjunto de problemas
que presentaban muchas dificultades a los matem4ticos
de la época y que sblo podian resolverse en relacién
con casos particulares, utilizando métodos complicados
y que, a veces, ni siquiera se podian resolver. El nuevo
enfoque lo introducen, en forma independiente, Newton
y Leibniz, mediante los conceptos de fluxién y de infi-
nitesimal, respectivamente, y gracias a las operaciones
que se pueden hacer con ellos. Tanto el uno como el
otro exhortan a los matemaéticos de la época a aplicar
y a ampliar sus métodos. El llamado es escuchado y la
nueva metodologia se desarrolla con rapidez espectacu-
lar (K, 234). ,

Desde luego, tanto Newton como Leibniz tienen con-
ciencia de las oscuridades y dificultades tedricas que
presenta su nuevo método. Sus sucesores, especialmente
Jean Bernouilli y de I’Hdpital, tratan de rigorizar el
célculo de Leibniz, cosa que el propio Leibniz aprueba.
Pero se encuentran con la dificultad de que las ope-
raciones algebraicas con los infinitesimales conducen a
inconsistencias. Newton insistié més que Leibniz en el
rigor y su afdn de superar las dificultades de su célculo
de fluxiones lo llevé cerca del concepto de limite. Sin
embargo no pudo llegar a la claridad en los fundamen-
tales problemas de convergencia, imprescindibles para
esclarecer la nocién de limite (K, 238).
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Esta situacién se mantiene hasta los inmensos progre-
sos que Euler realiza en el desarrollo del célculo. Euler -
crea una refinada metodologia para el tratamiento de
las series infinitas y logra resolver, en muchos casos,
la suma de infinitos términos. Pero considera que es
licito el uso de series divergentes, cuyos fundamentos
quedan oscuros y no logra aclarar. También avanza un
buen trecho en la utilizacién de ecuaciones diferenciales
para la solucién de problemas fisicos (por ejemplo, el
movimiento arménico), pero no ve claro el problema
fundamental de representar una funcién arbitraria por
medio de series (K, 241 y ss.). Sin embargo, en todo
lo que hace procede ractonalmente, incluso en el uso de
series divergentes, porque logra llegar a resultados ma-
tematicamente importantes que permiten resolver pro-
blemas planteados por sus predecesores.

Las oscuridades conceptuales y la falta de rigor de
los razonamientos que se encuentran en el extraordi-
nario desarrollo del célculo efectuado por Euler y los
dem#s matemaéticos de la segunda mitad del siglo Xvint
se superaron gracias al concepto de limite que intro-
dujo Cauchy. Lo importante, segin Kitcher, no es que
Cauchy se sintiera angustiado por la falta de rigor y
de claridad de sus antecesores, quienes se preocuparon
muy poco del rigor. Lo importante es que introduce el
concepto de limite porque el problema de representar
funciones arbitrarias por medio de series se habfa con-
vertido en el problema central de la matemé4tica de su
tiempo. Cauchy se da cuenta de que las técnicas al-
gebraicas disponibles en la época para manipular las
series infinitas conducfan, a veces, a conclusiones falsas
(K, 248). Por las mismas razones, es decir, para po-
der tratar problemas importantes que no habfan podido
tratar satisfactoriamente sus antecesores, Cauchy pro-
pone una nueva y més rigurosa definicién de funcién
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continua. Estas innovaciones lo llevan a la conclusién
de que el razonamiento adecuado en anédlisis debe ser
algebraico y no geométrico.

Pero los propios métodos de Cauchy condujeron a
nuevos problemas cuya solucién exigia nuevos avances
en el esclarecimiento y rigorizacién de conceptos. So-
bre todo fueron dos problemas los que condujeron a
los sucesores de Cauchy, especialmente a Weierstrass,
a realizar estos nuevos avances: la conservacién en el
lenguaje matemético del concepto de infinitésimo y la
bisqueda de criterios para saber cuidndo existe el limite
de una serie. En esta parte del libro, Kitcher hace un
soberbio andlisis de c6mo la utilizacién del concepto de
infinitésimo conduce, en una importante demostracién
de Cauchy, a cometer errores en el empleo de lo que en
l6gica moderna se llaman cuantificadores. Los trabajos
de Dirichlet, Seidel y especialmente Weierstrass, corri-
gieron este error. Para lograr esto, Weierstrass tuvo que
‘eliminar definitivamente el concepto de infinitésimo.
Pero los esfuerzos y brillantes logros de rigorizacién de
Weierstrass no fueron tampoco realizados por exigen-
cias de pura fundamentacién; el horizonte metateérico,
como en los casos anteriores, queda implicito. Lo que
interesa a Weierstrass es la solucién de problemas plan-
teados por la teorfa de las ecuaciones elipticas (K, 254
y s8.; 258). ,

Fl intento de encontrar criterios de convergencia llevé
luego a Weierstrass y a Dedekind a elaborar la teorfa
de los nimeros reales. La teorfa del corte de Dedekind
permite hacer una definicién rigurosa de niimero real
(K, 265). Kitcher termina su exposicién de la evolucién
del anédlisis en esta etapa aunque, desde luego, senala
que las teorias consideradas plantean nuevos cuestio-
namientos cuya solucién exige, a su vez, nuevos escla-
recimientos conceptuales y mayor rigor deductivo. El
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horizonte de la teorfa de los conjuntos estd a la vista
(K, 267 y 268).

No cabe duda de que la exposicién de Kitcher sobre
el desarrollo del andlisis es brillante y que constituye
un aporte a la historia de la matemadtica. Sin embargo,
no se encuentra en ella ninguna relacién con su tesis
fundamental de que toda la matemadtica se funda sobre
bases empiricas. Lo que se desprende de su concepto de
racionalidad, sobre el que insiste miltiples veces, es que
Kitcher piensa como un pragmatista. Una innovacién
matem4tica, ya sea como esclarecimiento conceptual,
como adicién de nuevos axiomas, como rigorizacién en
el razonamiento, es racional, nos dice, cuando contri-
buye a resolver un problema que antes no podia resol-
verse. Cuando la posibilidad de resolver el problema se
hace efectiva, la comunidad matemaética, procediendo
ractonalmente, acepta la nueve metodologia sin que le
importe el hecho de que utilice conceptos oscuros e in-
comprensibles, y métodos de demostracién nada rigu-
rosos.

Si, como se desprende de las afirmaciones de Kitcher,
lo dnico que se requiere para que una metodologia ma-
temética sea racional es que permita resolver problemas
que, en una etapa de la historia, interesan a la comuni-
dad matem4tica, entonces la racionalidad matemaética
consiste en ofrecer posibilidades de solucién, no de com-
prensién. Aunque no se trata, aqui, de éxito en la accién,
sino de éxito en la solucién. Y si este éxito se considera
racional aunque los conceptos utilizados no se compren-
dan (por lo menos en su totalidad) y los razonamientos
realizados no sean considerados rigurosos, entonces se
est4 muy cerca del pragmatismo.

Pero si se analizan con cuidado los ejemplos que da
Kitcher en relacién al desarrollo del célculo y del ané-
lisis, se descubre que la racionalidad matemética no
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puede reducirse exclusivamente al éxito en la solucién
de problemas. Este éxito no es arbitrario sino que se
comienza a utilizar porque permite comprender-racio-
nalmente lo que debe hacerse para resolver un problema
que antes no se podia solucionar. Consideremos, por
ejemplo, la medida del largo de las lineas curvas o de
las dreas de las superficies limitadas por lineas curvas.
Es evidente que estas magnitudes no pueden medirse
utilizando unidades rectilineas, porque estas unidades
no pueden sobreponerse sobre lo que se quiere medir,
sobre todo si estas curvas son complicadas.

Es evidente asimismo que si se utilizan unidades de
medida cada vez més pequefias, y las sobreponemos a
la linea (o superficie) curva, el largo (o el 4rea) que re-
sulta de la suma de dichas unidades se ird aproximando
cada vez més al verdadero largo (o a la verdadera érea)
de la linea curva (o de la superficie). Esta evidencia
intelectual la tuvieron los griegos, como la tenemos no-
sotros hoy dia. Y por eso fueron capaces de medir el
drea del circulo y el largo de la circunferencia mediante
el método de la exhaucién, antecesor directo del método
de los limites. El método de Newton y de Leibniz tiene
éxito ya que no es sino una generalizacién y sistemati-
zacién del método descubierto por los griegos. Empe-
quefieciendo las unidades de medida, logran acercarse
cada vez més a la medida exacta de la linea o la super-
ficie curva, o a la velocidad instantédnea. Pero al hacer
esto se encuentran con el problema de que, mientras las
unidades empleadas sean diferentes de cero, su suma no
pod.ré. coincidir definitivamente con la magnitud que
se quiere medir. Siempre seré, mayor o menor que la
cantidad buscada.

- Hasta aqu{ el proceso es perfectamente ractonal por-
que se comprende perfectamente. Si no hubiera sido por
- esta sntelecctdon universalmente aceptable para nuestra
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razén, el cllculo jamés habria nacido. Pero cuando los
creadores del cdlculo se dan cuenta de que mientras
las unidades de medida sean diferentes de cero nunca
podrén llegar a la medida perfecta, dan un paso que
no es racional puesto que no se funda en intelecciones
universalmente aceptables: crean el concepto de canti-
dades que son més pequeiias que todas las pensables
pero que no son, sin embargo, cero. Este paso era in-
evitable para hacer el total ajuste entre la suma de las
unidades de medida y las magnitudes que se querian
medir. Pero, desgraciadamente, conduce a un callején
sin salida, porque si una cantidad es menor que toda
cantidad pensable, tiene que ser cero. Y si es cero su
suma con las demds unidades, que también son cero, no
. puede ser sino cero. Y esto atenta contra el principio de
no contradiccién, que es un principio légico fundamen-
tal.

La situacién es, pues, la siguiente. Es cierto que si se
consideran unidades mas pequenas que todos los nime-
ros reales positivos concebibles y se suman, se resuelve
el problema de la medida. Por eso se procede a hacer
la suma y se aceptan sus resultados. Pero éstos no se
aceptan inica y exclusivamente porque permiten solu-
cionar el problema, sino porque son el dltimo paso de
un proceso perfectamente racional: mientras més pe-
quena sea la unidad rectilinea de medida, mayor serd
la aproximacién a la medida de la linea o de la super-
ficie (o volumen) curva. Al dar el paso final se tiene
clara conciencia de la dificultad teérica que presenta
el método. El infinitésimo no es sino la culminacién
de la reduccién de tamafio de las unidades rectilineas.
Sélo que esta culminacién se encuentra con dificultades
tedricas que parecen insuperables. Todo el camino es
racional y sélo el dltimo paso es incomprensible. Pero si
todo el camino no hubiera sido racional, jamés se habrfa
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aceptado el dltimo paso. Al aceptarlo se siente que debe
haber algin procedimiento que le permita también ser
racional. El enorme éxito del nuevo método hace que, a
pesar de esta oscuridad en el dltimo paso, se le aplique
cada vez con mayor entusiasmo. Pero nunca deja de
existir la conciencia de que el concepto de infinitésimo
es algo que no estd bien fundado racionalmente. Luego,
el propio desarrollo de la disciplina matemética conduce
a situaciones en que la imperfeccién racional del dltimo
paso, es decir, del infinitésimo, se hace insoportable.
Pero el propio desarrollo proporciona, ahora, medios
conceptuales para superar la imperfeccién racional que
siempre se ha reconocido. Y entonces se da un paso
decisivo al introducir el concepto de limite. Es cierto
que este tipo de pasos se dan porque se quieren resol-
ver problemas reales, pero no es menos cierto que sélo
se pueden dar suponiendo que la metodologia que se
quiere superar se basa en gran parte en supuestos ra-
cionales evidentes. Asf, el concepto de limite permite
utilizar la parte racional del célculo, a saber, el empe-
quenecimiento sin término de las unidades rectilineas
de medida, sin que sea necesario que estas unidades se
reduzcan a infinitésimos. El hecho de que la suma de
las unidades de medida se aproxime arbitrariamente al
limite, permite comprender racionalmente que el limite
es la medida exacta de la magnitud curvilinea que se
quiere medir.

{En dénde esté la relacién de la matemética con la
experiencia sensible en todo este proceso? ;Cémo puede
pensarse que el concepto de aproximacién arbitraria a
un limite tiene un origen empirico, cuando lo que nos
enseila la experiencia es que 86lo podemos aproximarnos
hasta cierta distancia y que después todo se confunde?

Pero hay mas. El propio concepto de infinitésimo, a
pesar de que en relacién con los recursos conceptuales
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disponibles en la época en que se inventa el célculo pa-
rece ser contradictorio, resulta, a la nueva luz de los
métodos metatedricos, que no es en si mismo contradic-
torio. Es perfectamente posible considerar que existen
cantidades menores que cualquier nimero real positivo
y que, sin embargo, son diferentes de cero. El anélisis
no estdndar creado por Robinson reivindica el concepto
de infinitésimo y muestra que Newton y Leibniz no es-
taban errados al considerar cantidades infinitesimales
que podian sumarse y dar como resultado cantidades
finitas. No puede decirse, por eso, que los métodos de
Newton y Leibniz eran irracionales y que se aceptaban
s6lo porque permitian resolver problemas que eran con-
siderados importantes por la comunidad matemética.
Lo que sucedia era que el concepto de infinitésimo tenia
una innegable racionalidad, pero que esta racionalidad,
yva fuera a través del concepto de limite, ya fuera a través
del propio concepto de infinitésimo, no podia expresarse
claramente debido a la carencia de recursos teéricos.
Esto sucede con toda teoria cxentifxca. que representa
una gran innovacién.

De manera general puede decirse que, por lo menos
en el campo de la matematica y de la légica, los grandes
avances se realizan siempre siguiendo una via de racio-
nalidad, en el sentido de que los pasos que conducen a
la concepcién final se fundan en evidencias intelectuales
universalmente vélidas. Pero estas evidencias desembo-
" can en conceptos nuevos que con frecuencia presentan
oscuridades porque son tan profundos que los creadores
de las nuevas teorfas carecen de instrumentos concep-
tuales y lingiifsticos para analizarlos. Pero los nuevos
conceptos, a pesar de las oscuridades sefialadas, se tie-
nen que seguir usando porque las evidencias ractona-
les conducen hacia ellos y es imposible apartarse del
camino que se ha recorrido. Una vez puesto en mar-
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cha el proceso racional que conduce hacia las nuevas
concepciones, se desarrolla segin una dindmica propia
que nada tiene que ver con la experiencia sensible. Esta
dinfémica conduce a la elaboracién de nuevos medios ex-
presivos (Leibniz siempre tuvo conciencia de esto) que
permiten andlisis cada vez m#s cenidos de las nuevas
concepciones. De esta manera se llega, al fin, a esclare-
cer lo que habia permanecido oscuro. Este avance abre
nuevos horizontes y conduce, de manera racional, sobre
la base de intelecciones evidentes, a nuevos conceptos y
métodos de razonamiento. Conforme avanza la teorfa,
se vuelve a producir una situacién andloga a la ante-
rior pero en un plano més alto de rigor y con mayor
profundidad conceptual. Todo esto se realiza en forma
estrictamente intelectual, sin ningin contacto con la ex-
periencia sensible y, la mayoria de las veces, sin tener
para nada en cuenta la aplicabilidad préictica de las nue-
vas teorias. ‘
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