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1. Introduccién

El objetivo principal de este trabajo es llevar a cabo un estu-
dio critico del célebre articulo de Benacerraf “What Numbers
Could not Be” (1965a), sefialando brevemente sus anteceden-
tes, destacando sus logros, problemas e insuficiencias bésicos,
seguido de un andlisis y evaluacion de las principales criticas
a que ha sido sometido, asi como de un marco histérico donde
una nueva critica global cobra sentido. Por dltimo, se estu-
dia un posible nexo con la filosoffa estructuralista de la ma-
temdtica, resultado parcial de la influencia de Benacerraf.

En la seccién 2 se muestra que los antecedentes “objetivos”
fundamentales son Quine, junto a Parsons y el nominalismo de
Goddard, y se sefialan también algunas diferencias importan-
tes. Después (sec. 3) se estudia su rechazo de la identificacién
entre ndimeros y objetos y su sustitucién por las progresiones,
en el marco del tipico argumento quineano del polimorfismo
conjuntista, asi como su dificil teorfa de la identidad, todo ello
falto de un contexto ontolégico claramente relativista. Su re-
duccién de los niimeros a posiciones en una progresidn se sitia
en un debate ya antiguo entre lo cardinal y lo ordinal, que da
paso a un estructuralismo en ciernes, aunque carente de la su-
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ficiente justificacion. Las secciones 4 y 5 constituyen un estu-
dio valorativo de las criticas que me parecen més certeras, o
més ilustrativas de los problemas subyacentes. Entre ellas, se
pasa revista a lo més relevante de la literatura (Steiner, Resnik,
Maddy, Wright, entre otros) de entre la enorme cantidad de tra-
bajos, que han tocado el tema aparecidos en los Gltimos veinte
afios. Se trazan también lineas comunes, mostrando posibles
defensas de Benacerraf, aunque de nuevo se indican las caren-
cias de su postura, procedentes de sus problemas pendientes
(el marco histérico, la ontologia indefinida, el estructuralismo
en ciernes, etc.).

En la seccién 6 se presenta un ex cursus histérico donde se
muestra que el problema de lo cardinal frente a lo ordinal puede
verse como centro de las dificultades sefaladas. Se compara
la teorfa de Dedekind-Peano con la de Cantor, sefialando las
ventajas epistemoldgicas y las constructivas de la segunda. Se
muestra cdmo posturas muy afines a la de Benacerraf fueron
ya mantenidas por Cassirer y Weyl (isin contar a Berkeley!), al
tiempo que el enfoque cantoriano de Couturat y Russell se pre-
senta como superior, al menos desde el punto de vista de una
concepcién global. Por dltimo, se seiiala el nexo entre cons-
truccién y polimorfismo, problema comin en l6gica, matema-
tica y fisica. Finalmente, la seccién 7 traza los antecedentes
del estructuralismo actual (Resnik, Shapiro) en el propio Be-
nacerraf y extiende el rastreo histdrico a los ordinalistas, Bour-
baki y Quine, tratando de arrojar alguna luz sobre el problema
de fondo: la supuesta antitesis entre términos y relaciones (ya
familiar a Bradley y Russell). Por otro lado, se intenta un pa-
ralelismo con el relativismo de las entidades matemaéticas tal y
como éste aparece tras las limitaciones de la axiomatizacién, al
menos de primer orden. Se finaliza con un ensayo de insercién
del tema en la teoria de las categorias, que sorprendentemente
no ha sido atin —por lo que sé— considerada por los estructu-
ralistas, a pesar de que a todas luces se trata de una extensién
natural de su punto de vista.
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2. Los antecedentes

Antes de ofrecer lo esencial de las ideas de Benacerraf al res-
pecto, conviene dedicar algin espacio a sus antecedentes més
directos. De ellos, el mas importante es sin duda Quine y su
visién de la reduccién ontolégica en matemética. Sin embargo,
diré también algo del articulo de Parsons sobre la definicién
fregeana del rimero (1965a), que muestra algunos rasgos in-
teresantes en comin con Benacerraf, y también del de Goddard
sobre el contar (1961a), que ofrece una interesante teoria no-
minalista sobre los numerales.

En otra parte he ofrecido ya un estudio evolutivo de la re-
duccién ontolégica de Quine,! donde muestro que su propia
profundizacién de la doctrina de la relatividad ontolégica ha es-
tado en funcién de la clarificacién de las dificultades de la ex-
plicacién originaria de la reduccién matemadtica. Asi, la teoria
de Palabra y objeto, de tan gran influencia en Benacerraf y
otros, no es més que un boceto donde el pragmatismo de Quine
se agota en presentar como equivalentes en la préctica las di-
versas reconstrucciones posibles de los conceptos mateméticos
(y cientificos), aunque con el interés de un programa general en
el marco de una relatividad ontolégica creciente. Sin embargo,
la identificacién llevada a cabo entre reduccién y eliminacién
supone ya sin duda la idea central, por més que sea en el marco
de una cierta falta de consideracién de las dificultades del lo-
gicismo clésico de Frege y Russell.

No obstante, el paso fundamental de la evoluci6n de la teorfa
quineana de la reduccién fue el afiadido de la condicién de una
funcién sustitutiva (proxy function) en su 1964a. Tal funcién
se introduce para justificar el rechazo de la pitagorizacién de
cualquier teoria consistente —en primer orden— dimanante
del teorema de Lowenheim-Skolem. Este tipo de reduccién se
reconoce —algo injustificadamente-— como trivial, pero tiene
la consecuencia de destruir el claro criterio anterior segiin el

! “La reduccién ontolégica y sus problemas”, en preparacién.



cual reducir es eliminar. Ahora se exige dotar de entidad on-
tolégica a los “objetos” de la teoria reducida, al tiempo que
se requiere una teoria de fondo (background theory), que sin
embargo complete y perfeccione la tesis de la relatividad on-
telégica. El problema de la eliminacién se muestra, pues, como
crux de la filosofia quineana.

Parece claro que hay que insertar el trabajo de Benacerraf
en el contexto de las propuestas de la época destinadas a ex-
traer las consecuencias de posturas semejantes, especialmente
en lo que concierne a la dificultad de sentar una doctrina de
la reduccién con independencia de un cierto absolutismo en
ontologia. Como vamos a ver, Benacerraf supone una radicali-
zacién de Quine en el sentido nominalista aunque, al faltarle
una teorfa global propia de la reduccién (como por ejemplo la
relatividad ontolé6gica), da lugar a nuevos problemas.

Parsons 1965a es un trabajo curioso si lo relacionamos con
Benacerraf. Defiende, en general, una postura parecida, pero
no fue conocido por Benacerraf hasta después de haber escrito
el suyo,? mientras que, por otra parte, Parsons cita la tesis doc-
toral de Benacerraf sobre el logicismo.? Creo, pues, que hay
que interpretarlo como otra muestra de un cierto ambiente ge-
neral, en la senda de Quine, en el que existia la preocupacién
de dar una alternativa sostenible al logicismo desde un punto
de vista més o menos conjuntista, aunque conservando algo de
su espiritu. Es por esa razén que creo interesante considerarlo
como un “antecedente” y me esforzaré por sefialar con pre-
cisién los aspectos claramente paralelos en ambos autores.

Parsons discute, en primer lugar, la tesis fregeana de que los
néimeros son objetos (en el sentido fregeano de objetos l6gicos)
que rdpidamente reduce, a falta de una teorfa propiu de la exis-
tencia de objetos, al problema de la existencia de las exten-

2 Como afirma el propio Benacerraf en una nota de su 1965a.

3 E incluso el propio artfculo de Benagerraf, aunque quiz4 tal mencién
se afiadid al insertar el trabajo en la antologia 1983a.
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siones de los conceptos, que como es sabido fue el material
reductivo de Frege. En este punto aparece ya lo que llamo el
polimorfismo conjuntista de los niimeros: la observacién qui-
neana de que es posible una serie infinita de reducciones de los
niimeros a secuencias de clases que los representen, donde se
menciona incluso la construcci6n ordinal de von Neumann. El
siguiente pasaje desarrolla esta idea precisamente recurriendo
a un experimento mental relativo al aprendizaje de los niimeros
en una extraiia tribu, sin duda inspirado en la traduccién radi-
cal de Quine, y que volvera a aparecer en Benacerraf (Parsons,

1965a, p. 155).

Es extrafio que tengamos que identificar los niimeros con ex-
tensiones para asegurar que los términos numéricos posean re-
ferencia, pero que tengamos entonces que poder escoger esa
referencia de casi cualquier manera que nos gustara. Podriamos
mantener la fantasia de una tribu de mateméticos que usen el
lenguaje comiin de la teoria de niimeros y que acepten también
todos la misma teorfa de conjuntos. En su vida piblica nunca
surge la cuestidn de si los niimeros han de identificarse con cla-
ses. Sin embargo, cada uno de ellos identificapara sf los nimeros
naturales con cierta secuencia de clases pero no dice a los otros
cuél es. Si uno dice que dos términos de la teoria de niimeros se
refieren al mismo niimero, el que otro asienta o disienta no de-
pende para nada de si sus niimeros naturales son o no los mismos

que los del hablante [...]

La conclusién inmediata es ya virtualmente la misma que la
de Benacerraf: “A qué clase se refiere un término de la teoria
de nidmeros no constituye niguna diferencia en mateméticas,
écudl es la relevancia de la posibilidad de una identificacién
de nimeros y clases para la tesis de que los niimeros son obje-
tos?” Esto no es todavfa decir que, si no hay reduccién privile-
giada, no hay tampoco fundamento para la identificacién entre
nimeros y objetos particulares, pero se le parece mucho.

La misma idea afecta a la supuesta identificacién general
entre aritmética y 16gica, incluyendo la versién del logicismo
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segin la cual lo que éste demuestra realmente es que los axio-
mas de Peano pueden ser modelados en teoria de conjuntos.
Segiin Parsons tal modelizacién es completamente indepen-
diente del anélisis fregeano del nimero cardinal en términos de
extensiones de eonceptos y de equivalencia entre ellos (1965a,
p. 165); por tanto, es compatible con otras reducciones conjun-
tistas del niimero. Sin embargo, Parsons defiende la tesis, més
fuerte incluso que la de Benacerraf, de que la aritmética no
es reducible a la teorfa de conjuntos, con el viejo argumento
de que tal reduccién serfa circular: “debemos usar igualmente
la nocién para establecer la teoria de conjuntos, para ver la
verdad de las proposiciones conjuntistas a las que las propo-
siciones nimero-tedricas son reducidas mediante definiciones
explicitas, o para ver la equivalencia de las proposiciones con-
juntistas y sus correlatos nimero-teéricos” (ibid., p. 168).
Parsons va mas alla que Benacerraf también en un punto im-
portante: aborda explicitamente la tradicional oposicién entre
los enfoques cardinal y ordinal en la fundamentacién 14gica del
ndmero, aunque, como Benacerraf, se decide finalmente por
dar primacia a los ordinales (las progresiones), como esencia
del ndmero. Su discusién del tema de la referencia de los nume-
rales es iluminadora por cuanto sefiala que diversos sistemas de
numerales hacen posible la denotacién de los mismos niimeros
a través de la correlacién entre ellos, que es posible precisa-
mente a través de la nocién de correspondencia biunivoca. Sin
embargo no se entiende bien por qué, si reconoce esto con toda
claridad® y con-ello que “las nociones ordinal y cardinal son
interdependientes” (1965a, p. 171), pasa sin méas a defender
el predominio de lo ordinal: “No veo cémo podria decirsenos
que los niimeros nos son dados excepto a través de una secuen-
cia de numerales o algunos otros representantes del mismo tipo

* “It seems to me that Frege does show that the logical notion of one-to-
one correspondence is an essential constituent of number, ordinal as well

as cardinal” (1965a, p. 172).
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de orden.” Lo que lleva, inmediatamente, a acusar a Frege de
introducir una complejidad innecesaria con sus definiciones
logicistas explicitas. Esta postura final, que se asemeja a la de
Benacerraf, serd mostrada en secciones posteriores como falta
de consideracién hacia el hecho de que la construccién com-
pleta del ntimero debe recoger también el par finito-infinito,
que puede presentarse, econémicamente, como posterior a la
introduccién de la nocién de correspondencia biunivoca. lo
cual llevé a Russell —siguiendo a Cantor— a introducir pri-
mero los cardinales.

Por tltimo, también Parsons viene a definir el niimero como
la mera posicién en una progresién: “Lo que garantiza la exis-
tencia del niimero n es la existencia de un conjunto ordenado en
el cual algiin objeto sea el n-ésimo. Para cualquier numeral, los
numerales hasta é] mismo constituirdn un conjunto. Entonces
ningdn hecho més alld de la generacién de los numerales se
necesita para garantizar que éstos tienen referencia” (1965a,
p- 172). Los matices, son, sin embargo, diferentes; pues, como
veremos, para Benacerraf la misma situacion objetiva lleva, con
Quine, a la negacién de cualquier referencia, o similarmente,
a la negacién de los nimeros como objetos, mientras que Par-
sons, como hemos visto, se limita a eludir el tema de los objetos.
Quiza por ello Parsons, como conclusién final, evita también
la afirmacién de que el polimorfismo conjuntista del nimero
tenga que llevar a su eliminacién: “Con respecto a la relacién
de la nocién de niimero natural con la nocién de conjunto finito,
me parece claro que van juntas y que ninguna de ellas puede
ser entendida sin la otra” (ibid., p.-173). Indudablemente Be-
nacerraf, siguiendo parcialmente a Quine, ha ido mucho méds
lejos.

Llego asi al articulo de Goddard (1961a), el dltimo prece-
dente que quiero mencionar aquf. Se trata de un trabajo ex-
cepcionalmente interesante por cuanto une la negacién de los
nimeros como objetos, pasando a interpretarlos como meros
numerales en ciertos usos, con la diferencia entre el contar
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transitivo y el intransitivo (por usar los términos de Benacer-
raf), al tiempo que ofrece una alternativa ordinalista al enfoque
de Russell. Como veremos, con ello se entienden mucho mejor
los presupuestos implicitos en el articulo de Benacerraf. Un
indicio de que su nominalismo fue asociado en su momento al
de Benacerraf es que incluso un autor hablé de “la tesis de
Benacerraf-Goddard” (Routley, 1965a, p. 207).

El punto de partida de Goddard es la tesis cardinalista rus-
selliana de que la nocién de similaridad entre clases est4 16-
gicamente presupuesta en el contar, ya que cuando contamos
no hacemos més que establecer la correspondencia biunivoca
entre un conjunto de objetos y uno de niimeros; por tanto, su
cldsica definicién del nimero de una clase es la base de su
construccién del nimero, la cual se apoya en la creencia de que
el niimero es independiente del orden, que es una nocién-16-
gicamente secundaria. Por el contrario, Goddard defiende que
también es cierta la tesis inversa: que el contar, o por lo me-
nos el concepto de niimero, estd presupuesto en la nocién de
similaridad, pues para establecer la correspondencia biunivoca
aludida (1961a, p. 223)

hemos de reconocer, o entender lo que significa al decir, que
hay dos clases aqui, no sélo una. Hemos de entender ademis lo
que se quiere decir con emparejar | pairing off | sus mienbros,
y hemos de saber lo que quiere decir no echar en falta ninguno
(no debemos dejar ninguno fuera de nuestro correlacionar uno,
odos, otres...) y lo que quiere decir no usar cada miembro mas
de una vez (no debemos usar uno de ellos, o dos de ellos, o...,
dos veces, o tres veces, o...)

Esto lo lleva a ensayar una definicién del ndmero que dé cuen-
ta de la presuposicién mutua entre el contar y la similaridad,
que se basard directamente en que el orden presupuesto en el
aprender a contar (el contar intransitivo, sin objetos),> seguido

5 “Counting, as here described, should not be confused with counting
the objects in a group that comes later [.. .]” (1961a, p. 225, nota 3).
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del control ejercido sobre el contar (aprendido sefialando obje-
tos al contarlos) y de la aplicacién de numerales a esa operacién
(que aprendemos mediante consignas verbales), forman la base
de nuestra nocién del nimero. Con ello, aunque se admite que
el orden es independiente del nimero, es el contar lo que nos
da acceso al orden, tanto temporal como légicamente. En con-
secuencia (ibid., p. 227):

El niimero de una clase {...] estd dado por el numeral que deci-
mos cuando contamos y nos detenemos. No es verdaderamente
una propiedad de la clase (y ciertamente no los objetos) sino un
resultado que obtenemos cuando contamos correctamente. No
deberfamos buscar los nimeros ni en el mundo de los objetos ni
en el de las abstracciones, sino en las técnicas y procedimientos
que dan un uso a los numerales. ¢Qué es un niimero? Un niimero
es un numeral que se usa en el contar controlado -—no sélo al
contar (sefialar y decir) y no sélo como parte de la secuencia
[rhyme] del contar. Por contar controlado queremos decir contar
y parar de acuerdo con las reglas.

El intento de Goddard serfa ya, con sdlo esto, lo suficiente-
mente interesante. Pero con esta base la emprende, ademas,
con otras nociones “derivadas”, como la de correspondencia
entre clases y la de ndimero transfinito. Asi, decir que dos cla-
ses tienen el mismo ndmero de miembros es decir: “si cuentas
de forma controlada el primer grupo y luego el otro, observas
que has de parar en el mismo lugar” (1961a, p. 227). El en-
trar en el marco de la infinitud no ofrece mayores dificultades,
e incluso hace posible el prescindir del axioma russelliano del
infinito. En efecto, si se admite, con Russell y Frege, que ser un
niimero es ser el niimero de alguna clase, entonces si el ndimero
de individuos del universo fuese 10, no existiria la clase 11 in-
dividuos, porlo que el niimero 11 y los siguientes serfan iguales
—todos serian el nimero de la clase nula—, y se vendria abajo
uno de los axiomas de Peano, pues varios niimeros (diferentes)
tendrian el mismo sucesor. Con la identificacién de Goddard
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entre niimeros y numerales basada en el contar controlado el
problema desaparece (ibid., p. 232):

dos niimeros no tienen el mismo sucesor; pues los niimeros son
simplemente numerales usados para cierto fin: un niimero se
define mediante las reglas para el uso del numeral en el contar
controlado. El contar otorga a los numerales un uso y el con-
tar controlado otorga al contar un uso; esto es, el contar contro-
lado especifica mas aiin el uso de los numerales y asi otorga un
significado al niimero. Esto es todo lo que es un nimero. No hay
pues dificultad sobre el sucesor de cualquier niimero dado, ya
que no la hay sobre el sucesor de cualquier numeral dado.

Resta sélo definir el niimero transfinito, lo cual se logra intro-
duciendo el contar a secas, es decir, remitiendo a sus posibili-
dades ilimitadas: “podemos aplicar las técnicas ilimitadas de
contar al conjunto 1, 2, 3,. .. (sefialar y decir, sefalar y decir)
incluso aunque no podamos en absoluto contarlo de forma con-
trolada. En general, decir que hay un conjunto infinito es decir
que sabemos cémo contar; y decir que hay un conjunto finito
es decir que sabemos cémo contar de forma controlada” (ibid.,
p. 233). Con ello se logra una definicién independiente de la
nocién de similaridad entre clases, que en la construccién de
Russell antecede a la distincién finito-infinito.

En consecuencia, aunque esta definicién del nimero trans-
finito difiere esencialmente de la del ndmero finito, lo cual
podria suponer un rasgo antieconémico, éste queda compen-
sado al poder ahorrarnos la necesidad de distinguir las clases
infinitas de las finitas mediante el recurso de aiiadir alguna
propiedad que las primeras satisfacen.® Asf, basta con inver-

6 Goddard se equivoca, sin embargo, cuando acusa a Russell de no ha-
ber dado una “receta” para lo finito. La receta es bien simple y procede de
1903a (y en dltima instancia de Burali-Forti): un mimero es finito cuando
puede alcanzarse mediante induccién matematica. Ello introduce una ca-
dena de malentendidos en el artfculo que comentamos, pero no puedo ahora
detenerme en ellos. Consideraré el intento russelliano en toda su riqueza
en la seccién 6.
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tir el orden: llegamos primero a la nocién de nimero infinito
mediante la potencialidad del proceso de contar a secas, y pa-
samos después al nidmero finito anadiendo una caracteristica
tipica de lo finito: el contar controlado, regido por el momento
en que detenemos el proceso. De paso, la necesidad de un
axioma de infinitud es evitada. La conclusién es, sin embargo,
el retorno al orden como nocién rectora dltima: “éSignifica
esto que entendemos R, antes de que entendamos 5? Si; eso
es exactamente lo que significa” (ibid., p. 235), y eso no me
parece muy diferente de decir que lo tinico de lo que realmente
disponemos es de la serie de los niimeros con base en lo axio-
mas que la rigen, con lo que los ndmeros particulares no serian
mds que lugares en ella. Goddard insiste mds bien en las re-
glas practicas de aplicacién de un proceso que en los aspectos
formales, pero en el contexto descrito creo que no hay mucha
distancia entre ambas cosas.

3. La reduccién matemdtica segiin Benacerraf

En esta seccién introduciré algunas de las ideas que me pare-
cen mds importantes del articulo de Benacerraf sobre los ni-
meros, para, a medida que avance, irlas comentando desde un
punto de vista critico, en parte sefialando dificultades relacio-
nadas con las ideas de la seccién anterior, en parte adelantando
otras que surgirdn en secciones posteriores.

Para resumir en un pérrafo lo principal que quiero decir
acerca del articulo, adelantaré que segiin lo veo este trabajo
no es mds que una presentacién ordinalista de los nimeros ba-
sada en la idea de que el contar transitivo subyace a nuestra
adquisicién de ellos, lo que lleva finalmente a negar que los
nameros sean objetos: més bien son posiciones en una pro-
gresién, o estructura abstracta que caracteriza la aritmética.
Pero queda en el tintero una discusién de la alternativa cardi-
nalista, que se supone l6gicamente posterior, pues no hallamos
la debida argumentacién. Ademés, no aparece por ningiin lado
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una ontologia que permita reducir explicitamente los nimeros
a meros numerales con el dnico argumento del polimorfismo
conjuntista, lo que seria basico cuando, al mismo tiempo, se re-
ducen los niimeros a términos del campo de una relacién. Asi,
se echa de menos una discusién de la diferencia entre términos
y relaciones que justifique tal postura o, mis en concreto, de la
respectiva primacia de términos o relaciones. Lo que sigue es
el desarrollo de este parrafo mediante el andlisis detallado de
los textos que creo més relevantes.

El punto de partida es conocido: se especula con las conse-
cuencias de la educacién aritmética de unos nifios a quienes
se les ensefian los ndmeros en términos conjuntistas, posicién
desde la que después habran de reinterpretar las ideas intuiti-
vas correspondientes. Pero ya ala hora de describir los ndmeros
se introduce, sin especial justificacién, una explicacién esen-

cialmente ordinal (1965a, p. 273):

A Emie se le dijo que habia un conjunto cuyos miembros eran
aquello a lo que las personas corrientes se referfan como los
niimeros (naturales), y que éstos eran lo que él habia conocido
siempre como los elementos del conjunto (infinito) IN. Se le
dijo ademas que habia una relacién definida en esos “niimeros”
[...]; la relacién menor-que, bajo la cual los niimeros estaban
bien ordenados. Aprendié que esta relacién, definida en IN, era
realmente aquella para la que €l siempre habia usado la letra

“R”
.

Es decir, los niimeros se introducen tomando ya una opcién
determinada en la que la relacién de orden es lo primario, en
lugar de mostrar, como Cantor y Russell, que cabe también co-
menzar por los cardinales por medio del ndmero de una clase,
definido a través de la correspondencia entre clases, lo cual no
presupone el orden. Este puede ser después introducido deri-
vativamente en términos de relaciones, pasando asf a los ordi-
nales por medio del niimero de una relacién, definida a su vez a
través de la semejanza de relaciones. No digo que esta presen-
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tacién sea preferible; digo que al realizar la suya Benacerraf
ha predeterminado ya lo que ser4 todo su enfoque, incluida su
conclusidn principal.

Ello se ve al llegar al tema del contar, es decir, a las aplica-
ciones del nimero. Nuestro autor defiende aqui varias cosas:
que el contar intransitivo (sin objetos contados) es previo al
transitivo; que el contar transitivo no es sino la correlacién del
conjunto de cosas que estamos contando con el de los ndmeros;
y que tal correlacién se establece mediante la asociacién de su-
cesivos seiialamientos con la recitacién de la serie de los nu-
merales. Inmediatamente comprobamos el estrecho nexo con
el articulo de Goddard citado mds arriba (que no se mencio-
na). Sin embargo falta una discusién, como la que lleva a cabo
Goddard, que justifique la primacia légica respectiva de las di-
versas nociones implicadas: contar intransitivo, orden, corre-
lacién entre clases, contar transitivo, nimero, que Benacerraf
parece dar por supuestas sin mds. Por ejemplo, al decirnos que
contar los miembros de un conjunto es determinar su cardina-
lidad, Benacerraf deberia afnadir que, segiin su propia opcién,
eso no implica que la cardinalidad sea previa al nimero, lo
que llevaria a una opcién cardinalista, sino que por el contra-
rio es la misma correspondencia entre clases la que presupone
ya el niimero (como hacia tan eficazmente Goddard; véase mas
arriba), que, a su vez, procede del orden implicito en el contar
intransitivo, reducido a la mera recitacién de numerales.

De ahi que, una vez mostrado que la construccién de una
progresion hace posible acceder a una cierta nocién de niimero
—obviamente la noci6én ordinal—, Benacerraf afirme que con
ello se posee ya “todo lo necesario para el concepto de niimero”
(1965a, p. 277). Pero el problema estd en que, no contento
con dejar en la indeterminacién tal concepto, afiade inmediata-
mente que ello incluye los conceptos de cardinal, ordinal y sus
operaciones habituales, por lo que sélo restaria el aprendizaje
de un vocabulario nuevo: el de los numerales. Por tanto, vuelve
a presuponer que no hay diferencias relevantes entre cardinal
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y ordinal, presumiblemente porque todo se reduce al contar (en
sus dos formas), asi como que cualquier reduccién logicista o
conjuntista de los niimeros no exige més que lo anterior, es
decir, los recursos que una progresién ofrece. Pero sigamos.

La descripcién del descubrimiento de que las series de los
ndmeros que manejaban los dos nifios (las de von Neumann y
Zermelo, respectivamente) eran incompatibles es ciertamente
instructiva y brillante (1965a, p. 278):

inmediatamente sobrevino una discusién sobre si el 3 pertenecia
o no al 17. Ernie dijo que pertenecia, Johnny que no [...] En
favor de su punto de vista, Ernie sefialé su teorema de que para
cualesquiera dos nimeros, x y y, x es menor que y siy sélosix
pertenece ay, y x es un subconjunto propio de y. Puesto que am-
bos admitian que 3 es menor que 17, se inferia que 3 pertenecia
a 17. Johnny, por otra parte, opuso que el “teorema” de Ernie
estaba equivocado, pues dados dos niimeros, x e y, x pertenece
ay siy sélo sl y es el sucesor de x. Se trataba de dos “teoremas”
claramente incompatibles.

Indudablemente el problema se debe a las diferencias entre las
dos progresiones que ambos nifios manejaban ({0}, {0, {0}},
{0,{0},{0,{0}}}.... Emiey {0}, {{0}}, {{{0}}}... John-
ny), que llevaban a definir de distinta forma “sucesor”. Pero
el diagnéstico profundo vuelve a estar basado en ciertas presu-
posiciones. Benacerraf presenta la situacién como el descubri-
miento de que el desacuerdo sobre qué conjuntos particulares
son los niimeros debe llevar a rechazar la premisa de que cada
nidmero es algin conjunto particular. Pero a partir de ah{ nos
presenta un dilema: o las dos explicaciones son correctas o
alguna no lo es, descartando lo primero inmediatamente por
absurdo.

Yo creo que el dilema en si mismo es inaceptable. En primer
lugar Benacerraf da por supuesto que, como ambas explicacio-
nes son ordinales, al partir de diferentes progresiones, s6lo este
tipo de explicacién puede ser dado, y no nos presenta la al-
ternativa cardinalista de Frege y Russell en este punto. Esto se
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comprueba, si es que quedaba alguna duda, en la forma en que
Benacerraf describe el hecho innegable del polimorfismo con-
juntista: nos dice que las infinitas explicaciones alternativas
similares dan por igual el significado de los términos “uno”,
“dos”, etc., afiadiendo que también lo hacen con el término
“ntimero”, cuando es obvio que este dltimo se est4, asi, sobre-
entendiendo como “cualquier miembro de una progresion”, es
decir, a la manera ordinalista, con lo que se prepara la con-
clusién del articulo.

Pero es que, ademds, el mismo recurso de las nociones de
sentido y referencia es inadecuado. Dice Benacerraf que cada
explicacién del nimero debe fijar tanto el sentido como la refe-
rencia de las diferentes expresiones, mientras que las dos ex-
plicaciones que venimos comentando difieren en la referencia,
lo que presumiblemente hace posible su decisién de considerar
absurda la alternativa del dilema segiin la cual las dos expli-
caciones pueden ser correctas. Si con la aplicacién de la fa-
mosa distincién fregeana puede hacerse algo, es precisamente
conceder que dos expresiones diferentes pueden tener sentidos
distintos pero la misma referencia (el ejemplo canédnico de la
estrella matutina y la vespertina es ilustrativo).

Problemas parecidos surgen cuando Benacerraf, presupo-
niendo de nuevo lo que tendria que demostrar, da por sentado
que, como “las dos explicaciones coinciden en su estructura
global”, mientras “difieren cuando se trata de fijar los referen-
tes de los términos en cuestién” (19635a, p. 280), entonces no
nos queda otra salida que ver los términos nada més que como
aquello que resulta definido por un conjunto dado de relacio-
nes. Y como estas relaciones pueden definirse de muchas for-
mas diferentes, la posicién de que los niimeros son objetos no
tiene salida. Esa indefinicién acerca de lo que deberia conside-
rarse como un objeto es la que conduce a otra, que sefialdbamos
ya mas arriba, segin la cual se presupone que el problema estd
en saber qué conjunto son “los nimeros”, sin distinguir en-
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tre la clase de los nimeros, el concepto general de nimero, o
cualquier otra cosa.

Esta claro que Benacerraf estd pensando en todo momento
en términos de progresién, pero entonces tendria que hacerlo
explicito. En un momento dado exige que la pregunta acerca
de si una determinada disposicién conjuntista es o no cierto
ndmero natural carezca de sentido si no se determina de alguna
forma un contexto (ibid., p. 281). Pero con ello est4d cayendo
en lo mismo: se presupone que sélo caben alternativas parti-
culares dentro de la opci6én general ordinalista. Hubiese sido
mucho més claro el reducir todas las progresiones a aquello que
tienen en comin —los axiomas de Peano— y trabajar con ellos
desde el principio, pero Benacerraf esta en la senda de Quine,
para quien la versién modelistica era la favorita. Ademas, de
esa forma se hubiese visto en seguida que si queremos una al-
ternativa global, hay que buscarla en las filas del logicismo
clasico.

En ese contexto confuso ha de enmarcarse la discusién de
Benacerraf relativa a si los numerales son o no predicados de
clases, tesis que se asocia con la postura de Frege (aunque para
Frege los niimeros eran mds bien extensiones de conceptos). Y
es que esa discusién nace ya viciada por la misma presupo-
sicién: se sitda en seguida aquella postura como una més, junto
a las anteriores, mientras que en ella no se presupone la pro-
gresién numérica desde el principio. En efecto, decir que los
numerales son predicados de clase es situarse en un contexto
en el que todo ndmero es “el niimero de alguna clase”, y ello
presupone una orientacién completamente diferente, en la que
subyace sélo la correlacién entre clases, pero no los axiomas
de Peano (la versi6n ordinalista o de las progresiones). Es ese
marco falto de claridad el que permite a Benacerraf concluir,
tras ciertos andlisis lingiifsticos més o menos afortunados, que
“‘diecisiete’ no necesita considerarse como un predicado de
clases, y similarmente no hay necesidad de ver el 3 como el
conjunto de todos los trios” (1965a, p. 284). De ello a decir
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que, en consecuencia, no hay ya ninguna explicacién que ex-
cluya a las demads, no hay méds que un paso, que Benacerraf da
inmediatamente, volviendo a su tesis implicita de que todas las
explicaciones estdn al mismo nivel.

Pero incluso acogiéndonos a su sensata advertencia acerca
de la necesidad de un marco teérico para dar sentido a una re-
duccién determinada, su conclusién es inadmisible. Ahora el
marco ha cambiado y lo que tendria que hacer Benacerraf en
este punto es comparar las dos grandes alternativas entre si y no
situar subrepticiamente una de las dos en el marco de la otra.
Baste senalar, si se quiere insistir en este hecho evidente, qué
ocurriria si Benacerraf hubiese sometido las dos explicacio-
nes conjuntistas originarias a parecidos andlisis lingiiisticos.
Por tanto, no sirve de nada pasar del reconocimiento de que
ninguna de las explicaciones revisadas supera a las otras (con
los criterios poco claros que hemos visto) a la conclusién de
que los ndmeros no pueden ser conjuntos de manera alguna
(1965a, p. 285). Aqui la palabra “ser” es del todo ambigua,
con lo que Benacerraf se olvida de distinguir entre lo ordinal y
lo cardinal, es decir, de que cada reduccién tiene que enmar-
carse en un contexto global. Por eso, cuando escribe de la tres
explicaciones consideradas que “una funciona tanto como la
otra, en relacidén con nuestro propésito al dar una explicacién
de estas cuestiones” estd dejando pasar el hecho de que aquf
subyacen dos propésitos generales: los axiomas de Peano y la
construccién alternativa de Frege y Russell, y no una serie de
propdsitos pequenos relativos a si una reduccién de detalle es
ono mejor que otra.

Esta también claro que la finalidad general del logicismo no
fue primariamente entender los ndmeros como “objetos”, sino
reducir las proposiciones de la aritmética a leyes de la légica,
paralo cual era necesario interpretar los niimeros como objetos,
sobre todo en un marco en el que la logica debia contener ver-
dades y no simplemente meros condicionales (de ahf el énfasis
fregeano y russelliano en que los axiomas no pueden ser sélo
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hipétesis, sino que deben tener un valor absoluto de verdad).
Esa era la teoria o categoria general en la que la reduccién
de los ntimeros a clases de clases cobraba sentido. Por tanto,
cuando Benacerraf insiste en que lo que constituye una enti-

dad es algo dependiente de una teoria, se limita a seguir, sin
nombrarlo, a Quine (1965, pp. 287-288):

“Entidad”, “cosa”, “objeto” son términos que tienen un papel
en el lenguaje: el de llenar espacios, y su funcién es analoga
a la de los pronombres (y, en contextos més formalizados, a la
de las variables de cuantificacién) [...] Hay realmente dos for-
mas correlativas de ver el problema. Una podria concluir que la
identidad es sistemdticamente ambigua, o bien se podria estarde
acuerdo con Frege en que la identidad no es ambigua y significa
siempre mismidad de objeto, pero (ahora contra Frege) que la
nocién de objeto varia de una teoria a otra, de una categoria a ctra
—y por lo tanto que el error es el fracaso en percatarse de zse
hecho [...] En consecuencia, la16gica puede todavia verse como
la més general de las disciplinas, aplicable de la misma manzra
a —y dentro de— cualquier teorfa dada. Se mantiene comc el
instrumento aplicable a toda disciplina o teorfa y la diferencia
radica sélo en que se deja a la disciplina o teoria determinar cué
contari como un “objeto” o "individuo”.

En efecto, esto no es més que el compromiso ontolégico qui-
neano, adornado con la tipica acusacién a Frege de no haker
visto el lenguaje mas que como un medio universal y, por tano,
sin alternativas (es decir, no como un célculo, o lenguaje que
puede ser reinterpretado). Pero no afiade nada a lo que decfa-
mos mas arriba: Benacerraf sigue sin ver que lo mismo es de-
cir que el ndmero esté definido por los axiomas de Peano (quz
es lo que subyace a las explicaciones de Zermelo y von Neu-
mann), que decir que lo esté por el contexto general de la cons-
truccién cardinalista de Cantor, Frege y Russell, donde tales
axiomas son teoremas. En ambos casos tenemos contexto, y por
tanto determinacién de objetos. Curiosamente, el propio Be-
nacerraf olvida sus propias exigencias cuando —como hemos
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sefialado— se cuestiona acerca de una explicacién correcta
—en sf misma— de lo que son realmente los nimeros.

El recurso a Quine continda cuando Benacerraf sigue al viejo
maestro de Harvard en su conocida tesis de que cualquier pro-
gresién sirve para hacer el trabajo de los nimeros: “Si una
teoria puede ser modelada en (esto es, reducida a) otra, en-
tonces las preguntas adicionales sobre si los individuos de una
teoria son realmente los de la otra ya no surgen” (1965a,
p. 290). Pero Benacerraf estaba ya en disposicién de saber que
Quine habia afadido ya un requisito adicional a su teoria de
la reduccién ontolégica (su 1964a), consistente en exigir una
funcién sustitutiva que garantizase la correspondencia entre los
objetos de ambas teorfas.” Y estuvo claro en seguida para Quine
que tal funcién requiere, a su vez, una teoria de fondo desde
la cual formularse y desde la cual, por tanto, la reduccién co-
bra pleno sentido. Sugiero, mas o menos metaféricamente, que
si las explicaciones meramente conjuntistas son reducibles, lo
son precisamente en funcién de la teoria de fondo que repre-
sentarian los axiomas de Peano, es decir, su cardcter de pro-
gresiones. En ella los niimeros no son més que posiciones, por
lo que cualquier objeto que pueda ponerse en correspondencia
con ellos puede hacer el trabajo.

Pero de ahi a concluir, como hace Benacerraf, que los ni-
meros no pueden ya ser objetos en ninguna otra teorfa hay un
abismo. Podemos sintetizar la posicién ontolégica final de Be-

nacerraf en el texto —refundido— siguiente (1965a, pp. 291-
292):

La inutilidad de tratar de determinar qué objetos son los niimeros
se deriva as{ directamente de la inutilidad de hacer la pregunta
para cualquier niimero individual. Las propiedades de los niime-
ros que no proceden de las relaciones que mantienen entre si, en
virtud de estar dispuestos en una progresién, no tienen ningiin

7 En mi estudio citado en la nota 1 explico a fondo la evolucién de
Quine al respecto, asf como los problemas implicitos en ella.
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tipo de consecuencia en lo tocante a los fines de la aritmética.
Pero serian sélo esas propiedades las que distinguirian un ni-
mero como este o aquel objeto |...] Por tanto los niimeros no
son objetos en absoluto, pues al dar las propiedades (necesarias
y suficientes) de los niimeros se est4 meramente caracterizando
una estructura abstracta —y la distincién radica en el hecho de
que los “elementos” de la estructura no tienen més propieda-
des que aquellas que los relacionan con otros “elementos” de la
misma estructura [...] El hecho de que un sistema de objetos
exhiba la naturaleza de los enteros implica que los elementos
de ese sistema tienen algunas propiedades que no dependen de
la estructura. Debe ser posible individualizar aquellos objetos
independientemente del papel que cumplen en esa estructura.
Pero esto es precisamente lo que no se pucde hacer con los niime-
ros. Ser el niimero 3 no es ni mas ni menos que estar precedido
porel 2, el 1y posiblemente el 0, y seguido porel 4, el 5y asf su-
cesivamente. La aritmética es por tanto la ciencia que elabora la
estructura abstracta que todas las progresiones tienen en comiin
por el solo hecho de ser progresiones. No es una ciencia que trate
con objetos particulares —los niimeros . .. La teoria de niimeros
es la elaboracién de las propiedades de todas las estructuras del
tipo de orden de los niimeros. Los términos numéricos no tienen
referentes tinicos [...] Sélo cuando consideramos que una se-
cuencia particular es, no los niimeros, sino de la estructura de
los niimeros, comienza a tener algin sentido el preguntar qué
elemento es el 3, o mis bien qué elemento corresponde con él.

En efecto, decir que los nimeros no son ni pueden ser més
que lugares en una progresién es identificar la aritmética con
la aritmética de Peano, o sea con la estructura abstracta que
rige todas las progresiones, entendidas éstas de cierta forma.
Al mismo tiempo, negar que los nimeros puedan tener otras
propiedades distintas de las de ser un lugar en una progresién
es olvidar que podemos también construirlos primeramente en
términos de clases de clases, con lo que podrian ser objetos en
esta nueva teorfa.

En la misma linea, podria también argumentarse que la apli-
cacién del compromiso ontolégico de Quine es incoherente. Si
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ser es ser el valor de una variable, o, en otros términos, si lo
que algo es queda determinado sélo por la estructura cuan-
tificacional que determina qué huecos dejan sitio para que a
ciertos objetos se les apliquen ciertos predicados, entonces de-
cir, como hace Benacerraf, que ser un ndmero determinado es
s6lo tener ciertas relaciones con otro ndmeros, no es mas que
presuponer, una vez mis, que no hay mas teoria que la ordinal.
Habria, m4s bien, que decir que cualquier teorfa que cuanti-
fique sobre nimeros es una teoria en la que los niimeros son
objetos. Por tanto cuando Frege y Russell, dentro de su teoria
logicista, construian los nimeros de forma que tales y cuales
propiedades se les podian atribuir coherentemente, entonces
estaban, eo ipso, determinando que los ndmeros son cierto tipo
de objetos.

No cabe duda de que Benacerraf, con su énfasis en la es-
tructura ordinal como lo caracteristico de los nimeros natu-
rales, ha hecho mucho por una postura general estructuralista
(véase la seccién 6). Pero unas cuantas referencias histéricas
al respecto hubieran hecho el célebre articulo mucho menos
confuso para sus lectores, entre otras cosas porque posturas
parecidas habian sido ya definidas mucho antes del Qui-
ne de 1960a. Por otra parte, una cierta consideracién hacia la
masiva construccién global de Frege y Russell, enmarcada
en un contexto logicista global, y por tanto no limitado a ofre-
cer una definicién de ndmero natural, habria hecho posible un
contexto histérico mucho més aceptable.

En consecuencia, la conclusién de que los ndimeros no son
objetos, peca de la misma falta que Benacerraf cree poder atri-
buir a quienes defienden esta o aquella reduccién conjuntista
concreta. Por eso su dltima tesis, a saber, que no hay niimeros
y tampoco numerales de los que los primeros serian referencia,
sino sé6lo numerales, no es convincente. A menos, claro est4,
que se articule de alguna forma con lo anterior, como por ejem-
plo en Goddard (véase seccién 2), cosa que Benacerraf no hace,
aparte de su insistencia en el contar tal y como la he descrito
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més arriba. Pero tal recurso, como ya dije también, no puede
ejercerse de forma independiente de una teoria global en la que
se establezca alguna relacién clara entre el contar (en sus dos
modalidades), el orden, la correspondencia biunivoca, el ni-
mero natural y el par finito-infinito. Como veremos maés abajo,
Frege y Russell construyeron esa teoria global, no importa que
sea ahora mantenible o no. Pero antes veamos qué criticas prin-
cipales de la influyente posicién de Benacerraf pueden hallarse
en la literatura de estos dltimos veinticinco afios.

4. Criticas diversas

Aqui presentaré algunas de las crilicas a que han sido some-
tidas las tesis de Benacerraf desde diversos campos. Escojo el
criterio cronolégico con objeto de respetar la historia; pienso
que las presentaciones sistemdticas, que obligarfan aqui a
agrupar ciertos argumentos, suelen tener el defecto de cometer
anacronismos. (Sin embargo, curiosamente las tGltimas criticas
que veremos en la seccién 5 son en general de caracter més
platénico que las primeras.) Ademas, trataré de relacionar las
criticas con las que yo mismo he formulado en la seccién an-
terior, al tiempo que prepararé ¢l terreno para otras crilicas en
la seccién siguiente y para los argumentos histéricos y compa-
rativos de la seccién 6.

Podemos decir que Routley 1965a es la primera critica de
Benacerraf desde un punto de vista mas o menos tradicional:
la defensa de la tesis de que los niimeros son propiedades de
clases, aunque formulada con mayor sofisticacién: propieda-
des no distributivas de ciertas multiplicidades. El argumento
central es simple: para Benacerraf la teorfa de nimeros no es
sino la elaboraci6n de las propiedades de todas las estructuras
del tipo de orden de los niimeros, mientras que de hecho esto
se cumple sélo porque, algo insidiosamente, se toman tales es-
tructuras como “objetos”, cuyas propiedades, evidentemente,
coinciden con las de los niimeros. Pero al hacerlo Benacerraf se
salta un paso crucial: los niimeros mismos y sus propiedades
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y relaciones, las cuales pueden obviamente ser estudiadas de
forma indirecta por la aritmética como estructuras abstractas:
“porque la teorfa de ndmeros cs la teoria de ciertas propieda-
des y relaciones de las propiedades del ndmero, es por lo que
todas las estructuras del tipo de orden de los numerales exhi-
ben tales propiedades y sus instancias de relacién. Lo que las
explicaciones usuales del ndmero hacen es representar los nd-
meros mediante muestras que ejemplifican tales propiedades”
(1965a, p. 206).

Pero lo que més me interesa de la critica de Routley es que
lo anterior lo lleva a una clara defensa del punto de vista car-
dinalista, como alternativa al mero polimorfismo conjuntista,
cuyas numerosas posibilidades son descritas como meras “re-
presentaciones” de los nimeros (ibid., pp. 206-207):

Hay una serie infinita de tales representaciones, ninguna de las
cuales resulta distinguida unfvocamente. Sin embargo, no es
que no haya ninguna razén para preferir una representacién a
otra que ponga fin a la identificacién razonable de los ndme-
ros con conjuntos o con objetos. Podria haber razones tales. Las
clases cardinales de Russell, aunque no resultan distinguidas
univocamente, pueden reclamar venlajas sobre otras represen-
taciones [...] Asi, aunque cualquier progresién recursiva pue-
de ajustarse para proveer una representacién adecuada de los
nimeros finitos, porque tal progresién ajustada ejemplifica
los niimeros finitos, sin embargo ninguna progresién tal de clases
u objetos es en si misma adecuada en la medida en que
no pueda ser identificada significativamente con los niimeros.

Es una lastima que Routley no introduzca aquf un paso funda-
mental: si las diversas progresiones exhibidas por Benacerraf
(Zermelo, von Neumann) son instancias aceptables de la se-
ric de los nimeros es porque de lo que son ejemplos es del
punto de vista ordinalista, es decir, porque cumplen los axio-
mas de Peano, de los cuales son modelos. (La definicién de
Frege-Russell también los cumple, pero se formula con inde-
pendencia de las progresiones.) No obstante Routley termina
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por distinguir adecuadamente las meras propiedades ordinales
(meras relaciones) de la posibilidad de introducir el nimero
por la via cardinalista, es decir, sin apoyarse en los demés ni-
meros (ibid.):

Ningiin objeto puede hacer completamente el papel del 3, y no
todo objeto, por ejemplo un Diccionario de Oxford, puede si-
quiera representar al 3 sin algunas abstracciones y ajustes.
Desde luego no son los objetos particulares (o incluso las pro-
gresiones) lo que importa; son las propiedades (numéricas) de
las progresiones que estos objetos exhiben lo que es importante.
Ni esas propiedades numéricas son propiedades relacionales. El
nimero cardinal 3, aunque es necesariamente sucesor del 2 y
predecesor del 4, puede ser introducido independientemente de
los cardinales 2 y 4.

Por mi parte, no puedo sino aprobar la postura de Routley, en
la medida en que coincide con mis argumentos, ya expuestos
mds arriba. Es cierto que este autor no desarrolla plenamente la
alternativa cardinal (versus ordinal), pero al menos la sefala, lo
cual le sirve, de paso, para rechazar también la identificaci6n
entre nimeros y numerales, apelando a las criticas fregeanas
del formalismo. Tampoco aqui aparecen los argumentos, pero
baste ello como primer paso hacia la creacién de un marco
histérico adecuado.

Cheng dedicé dos articulos a rebatir algunos de los argu-
mentos centrales de Benacerraf: sus 1968a y 1970a. El pri-
mero de ellos contradice dos de las tesis de Benacerraf: que
para que una progresién sea un modelo de los ndmeros debe
ser recursiva con respecto a la relacion menor-que, y que toda
explicacién del nimero debe incluir la de la cardinalidad, ob-
tenida, a su vez, mediante el contar. Sobre lo primero no diré
nada, pues no lo creo importante para mis fines, aunque Cheng
parece convincente.? Es su discusién de la cardinalidad lo que
me interesa.

8 Quine habia aceptado en 1969a la nueva condicién exigida por Be-
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Es cierto que Benacerraf afiadi6 al punto de vista quineano la
necesidad de incorporar la cardinalidad del contar, pero como
sefialé mds arriba lo hizo en el marco de una presuposicién:
la de que no es necesario discutir, como habfa hecho Goddard
(véase la seccidn 2), qué es légicamente primario:. la corres-
pondencia entre clases o la nocién de ndimero. De ahi que diese
por presupuesto que el contar se basa automédticamente en la
concepcién ordinal del nimero, por lo que su toma en conside-
racién viene a reducir lo cardinal a lo ordinal. Cheng resume
bien la postura de Benacerraf antes de criticarla, aunque sus
fines son distintos: “aprender lo que son los niimeros es apren-
der c6mo usar los términos numéricos al contar y al medir la
multiplicidad. Por tanto, para explicar la nocién de ndmero es
necesario explicar la nocién de contar” (1968a, p. 331). Pero,
no me parece que sus argumentos penetren en el problema que
acabo de sefialar. En primer lugar, sostiene que aunque el con-
tar explica el aprendizaje de los niimeros, s6lo describiendo la
estructura de éstos se hace posible el contar mismo. Pero esto
vuelve a presuponer la postura ordinal, al no tomar en conside-
racién el hecho de que para contar objetos basta con dominar
el mecanismo de la correspondencia biunivoca. Habria, pues,
que ver si este mecanismo es o no previo al contar intransitivo,
que Cheng no considera.

M4s interesante es su tesis segin la cual la premisa de que
la individualidad de los ndmeros no es independiente de las
relaciones en la progresién no conduce a la conclusién de que
los numerales carecen de referencia. Y no porque yo apruebe
la premisa, sino porque Cheng recurre al marco global de una
teoria: “no hay a primera vista implausibilidad en que una pro-
gresién numérica pueda identificarse con el conjunto de con-
juntos y los niimeros individuales con conjuntos individuales
de ese conjunto sobre la base de algunos criterios de identidad

nacerraf, un tanto de mala gana, describiéndola simplemente como la exi-
gencia de que la progresién fuese efectiva.
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formulados en una teoria global” (1968a, p. 332). En efecto,
una teoria global es el Gnico lugar donde la batalla por la reali-
dad de los objetos se puede dirimir, como sefialé en la seccién
anterior. Por lo tanto, y éste es el paso que le falta a Cheng,
cabe interpretar todas las progresiones como modelos de una
misma teorfa, la ordinal, y construir una teoria alternativa que
introduzca los nimeros antes de presentarlos como miembros
de una progresidn. _

De ahf el interés del Gltimo argumento de Cheng, que viene a
reprochar a Benacerraf el no haber ofrecido ninguna discusién
de la relacién de dependencia entre la nocién de cardinali-
dad y la de ndmero, aparte de decir que la explicacién de la se-
gunda debe incluir la de la primera. Sin embargo, dicho esto,
Cheng defiende la posicién tradicional de Quine segin la cual
el uso de los nimeros en la medida de la multiplicidad no
requiere mds que su condicién de constituir una progresién.
Claro que completa su defensa admitiendo la necesidad de re-
currir a la nocién de correlacién, con lo que la pretendida inde-
pendencia de las progresiones con respecto a la cardinalidad
parece evaporarse, al menos en ausencia de una discusi6n de
su relacién con el contar intransilivo. Y éste, en iltima ins-
tancia, parece basarse también en la correlacién, al menos en
la de ciertos sonidos (los numerales) con ciertos gestos (los
sefialamientos de ciertos objetos). En todo caso la postura de
Cheng es mas clara que la de Benacerraf, pues abiertamente
opta por decir que la nocién de cardinalidad presupone ya la
de nimero natural, aunque ello no lo lleve a entrar a fondo en
la polémica cardinal-ordinal.

El segundo articulo de Cheng esta dedicado de lleno a cri-
ticar los argumentos de Benacerraf y Parsons, calificados de
formalistas, segiin los cuales (i) los numerales carecen de re-
ferencia aparte de las diversas posiciones en una progresion;
(i1) la incompatibilidad entre las diferentes reducciones a con-
juntos muestran que los ndmeros no son de hecho conjuntos. El
primero se contrapone mediante las posibilidades lingiifsticas
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de un marco referencial en el que los nimeros sf serian predi-
cados de algunas clases, por lo que se puede conceder para los
numerales una referencia aun cuando ello no implique necesa-
riamente el que los ndimeros sean objetos en el mundo. No me
interesan tales argumentos, basados en el anélisis del lenguaje,
por lo que no diré nada sobre ellos.’

Con respecto al polimorfismo conjuntista la posicién de
Cheng es més atractiva, al menos para mi, que en la seccién
anterior critiqué uno de los cuernos del dilema de Benacerraf
como inaceptable: su tesis de que dos reducciones conjuntis-
tas del ndmero no pueden ser correctas a la vez. Recuérdese
que para Benacerraf decir, por ejemplo, que 3 pertenece al
17 era vélido sélo en una de las dos teorias de conjuntos exa-
minada, pero no en la otra. Cheng responde sefialando, muy
juiciosamente, que la misma nocién de pertenencia puede te-
ner comportamientos diferentes segin cémo se caractericen los
diferentes elementos de una teoria dada. Hay que interpretarla,
pues, de manera relativa: en un sistema 3 pertenece a 17 en el
sentido de que 3 € 17, mientras que en otro ocurre lo mismo,
pero en el sentido de que 3 € 4 € 5 € ... € 17 (1979,
p. 492). De esta forma la supuesta incompatibilidad queda
considerablemente suavizada:ambos sistemas permiten el mu-
tuo entendimiento, pues la correspondencia entre ellos basta
para preservar las verdades de la aritmética relativamente a las
peculiaridades de cada uno. En consecuencia, podemos afir-
mar que las dos identificaciones pueden ser correctas al mismo
tiempo.

La conclusién es instructiva: “no es necesario que neguemos
la posibilidad de identificar los ndmeros con conjuntos; puede
decirse que para cada explicacién conjuntista de los niimeros
naturales, los nimeros naturales son conjuntos. No es necesa-
rio que una decisién sobre lo que podrian ser los ntimeros en

9 Por otro lado, el propio Benacerraf admitié que algunos de sus an4-
lisis generalistas admitian contraejemplos genuinos.
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este sentido (débil) entraiie una decisién sobre qué conjuntos
particulares deben ser los niimeros” (1970a, p. 493). En la me-
dida en que semejante conclusi6én se enmarca en la necesidad
de exigir una teoria global en la que se tomen tales decisiones,
obviamente simpatizo con ella. De nuevo, las consideraciones
de fertilidad deberian decidir, exactamente como sucede con
el polimorfismo matemaético de la fisica. Asi aunque Cheng no
se refiera aqui a la alternativa cardinalista, sus criticas son per-
fectamente asumibles.

El tema del polimorfismo y su relacién con las dificultades
referenciales de las diversas reducciones aparecié de nuevo en
Field (1974a) en el contexto de una alternativa general a la
relatividad ontolégica de Quine, caracterizada —como la de
Cheng— por la construccién de una seméntica que dote de re-
ferencia los términos de un lenguaje, sin necesidad de admitir
“reducciones” incompatibles o elecciones “arbitrarias” entre
ellas. La aplicacién a Benacerraf es inmediata: lo que sus ar-
gumentos muestran es s6lo que los numerales no se relacionan
con los conjuntos de manera univoca al nuestro. No puedo en-
trar en la alternativa seméntica general de Field, pero su gene-
ralizacié6n al tema de los nimeros parece poder entenderse de
manera independiente.

La idea general es la de preservar las verdades de una es-
tructura, cuando consideramos predicados que dependen de
los objetos de ella, una vez que esa estructura resulta corre-
lacionada con otra, por ejemplo de objetos o de conjuntos. Asi,
si partimos de la secuencia de los numerales e introducimos la
relacién semdntica de la “denotacién parcial” entre secuencias
“atémicas” de términos (ninguno de los cuales est4 contenido
en més de una secuencia), en ciertas condiciones podemos de-
cir que las verdades aritméticas si tienen referencia, es decir,
que la w-secuencia de numerales estd semanticamente rela-
cionada, como un todo, con ciertas w-secuencias de objetos o
conjuntos: precisamente con aquellas en las que dos miembros
cualesquiera no coincidan nunca. Entonces (1974a, p. 222):
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Digamos [...] que la w-secuencia de numerales es una secuen-
cia atémica que parcialmente denota precisamente las w-se
cuencias de objetos mencionadas. Entonces équé hemos de de-
cir de predicados nimero-teéricos como “impar” y “primo”? La
respuesta obvia es que son predicados dependientes cuya base
es la secuencia de numerales. El término “primo”, relativo a
cualquier w-secuencia 0 que se correlacione con los nimeros,
significa el conjunto de objetos en los lugares primos de g, y el
término “impar” significa el conjunto de objetos en los lugares
impares de 6. Estas parecen estipulaciones mas bien naturales y
ticnen la consecuencia de que precisamente el nimero correcto
de enunciados nimero-tedricos devienen verdaderos.

La maniobra es ingeniosa, como todas las de Field, y equivale
aproximadamente a defender una referencia “mdaltiple” para
los numerales: algo asi como decir que cada uno de ellos de-
nota parcialmente a todos los miembros correspondientes de
toda progresién. Asf, como esto se puede ampliar a los simbolos
de relacién, la estructura obtenida concordaria “parcialmente”
con la presupuesta por la seméntica de la teoria de nimeros.'°
Pero aunque ello sin duda garantizaria, en las condiciones men-
cionadas, la verdad de los enunciados de la aritmética, tiene
dos presupuestos que no me resultan convincentes desde el
punto de vista de nuestro problema general de valorar las te-
sis del reduccionismo matemadtico ordinalista. El primero es la
limitacién a mostrar que, en todo caso, la tesis de Benacerraf
que niega la unicidad de los referentes no es incompatible con
una ontologia de infinitos objetos fisicos, o de infinitos obje-
tos fisicos més conjuntos, pero sin otros objetos abstractos (es
decir, nimeros, en este contexto). Esto serviria, supongo, para
mantener la verdad de la ciencia aun en ausencia de nime-
ros.!! Pero me parece que no toca el tema de fondo, que es el
de la posibilidad de contrarrestar el nominalismo de Benacerraf
atendiendo a una construccién alternativa de los niimeros.

10 Sigo aquf la explicacién clarisima de Resnik 1981a, pp. 543-544.

1 Como Field se ha encargado de detallar en su famoso libro posterior.
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El segundo presupuesto procede de lo mismo. Field parte de
la base, indiscutida, de que todo lo que podemos decir de los
nimeros ha de ser considerdndolos como una secuencia ordinal
infinita en términos de los axiomas de Peano. Por eso supone
secuencias de objetos que podamos correlacionar con los nu-
merales. Pero por ningtin lugar aparece la justificacién de tales
secuencias como tales, es decir, como modelos de los mencio-
nados axiomas. Los numerales lo son en virtud de ello, a no
ser que se introduzca el mecanismo del aprendizaje del contar
intransitivo o algo parecido. En cuanto a secuencias de objetos
(o conjuntos) tampoco se explica su origen como secuencias,
salvo el de la misma correlacién. Pero entonces habria que pro-
nunciarse, como lo hacia Goddard —y parcialmente Cheng—
sobre la posible prioridad relativa de la cardinalidad o de los
nimeros mismos, cosa que Field no hace. Su postura, después
de todo, no es extrafia. Estamos ante un nominalista, por tanto
su visi6n de los niimeros es automdticamente formalista, lo que
es como decir ordinalista.

El juicio de otro enemigo del logicismo, Steiner, es més in-
teresante, sin duda por ser un defensor de la autonomia de la
aritmética, al estilo de Poincaré. Su primera critica coincide
con lo esencial de uno de mis argumentos en la seccién 3: Be-
nacerraf no puede decir que la nocién de objeto es relativa a
una teoria y a continuacién aiadir que, dado el polimorfismo
conjuntista, los nimeros no son objetos de ningin tipo. Asi la
versién relacionista de los nimeros puede ser eficaz contra la
nocién fregeana de objeto, pero “dada la propia visién de Bena-
cerraf sobre la objetividad [objecthood], segiin la cual los enun-
ciados de identidad son ‘semaénticos’ sélo cuando los términos
pertenecen a la misma teoria, deberia decirse que ningin sis-
tema de objetos distinto del de los niimeros mismos puede, ni
siquiera en principio, identificarse con los nimeros, y que los
niéimeros no sélo son objetos, sino que lo son de manera irreduc-
tible” (1975a, p. 88). Steiner no lleva el argumento més all4,
por ejemplo hacia la exigencia de una evaluacién de la alter-
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nativa cardinalista, pero da en el blanco de una incoherencia
dificil de rebatir.

En cuanto a la oscura tesis de Benacerraf segiin la cual los
ndmeros son sélo roles ordinales en una progresién, cuya tGnica
esencia consiste en definirse en funcién del resto de roles, Stei-
ner propone tres interpretaciones interesantes, que en conjunto
muestran muy bien las dificultades implicitas. La primera de
ellas sugiere que quizé lo significado es simplemente que el nii-
mero 3, por ejemplo, seria la clase de todos los terceros miem-
bros de las progresiones. Segiin Steiner esto no lleva a ningin
sitio, aparte de primar la opcién ordinalista, ya que en ella
“los niimeros emergen de nuevo como conjuntos particulares,
puesto que, con independencia de lo que signifique escoger
una progresién mds bien que otra, se escoge de todos modos
alguna” (1975a, p. 90). Sélo el hecho de que Steiner formule
con claridad la oposicién de las dos visiones en pugna, tal como
vengo sosteniéndola, es ya un avance. Sin embargo, no veo por
qué la visi6n ordinalista propuesta lleva por igual a identificar
los ndimeros con conjuntos particulares, precisamente porque
no veo por qué lleva a escoger una progresién en particular.
Podria decirse, por ejemplo, que todas las progresiones rele-
vantes no son més que modelos de los axiomas de Peano, por lo
que cabria entender el rol de los “terceros lugares” con inde-
pendencia de una reduccién conjuntista particular, es decir,
con referencia al primer elemento de la progresién y a la re-
lacién sucesora.

La segunda interpretacién de Steiner consiste, precisamen-
te, en atribuir a Benacerraf la tesis de que la aritmética es el
estudio de todos los modelos de los axiomas de Peano, con lo
que los enunciados aritméticos serian més bien hipotéticos, en
el sentido —supongo— de presuponer una estructura previa, la
cual no se evaltia como un todo. Steiner ve una dificultad: ha-
ria falta garantizar, entonces, la existencia de (i) al menos una
progresién del tipo de orden requerido; (ii) unos ciertos com-
ponentes de ella; presumiblemente conjuntos. A mi me parece
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que, tratdndose de meros condicionales, no hay que garantizar
existencia alguna: bastarfa con decir “six y y son miembros de
una progresién de tales y tales caracteristicas, entonces x y y
cumplen tales y cuales leyes”. Pero con ello tampoco habria
que fijar componentes concretos: seria suficiente con decir
que las relaciones presuponen su campo, maxime en la ver-
si6n condicional que manejamos (algo que Benacerraf no dice
en ningin momento). Claro que con ello las aplicaciones de
la aritmética serfan también condicionales e inmediatamente
apareceria el problema de la verdad, pero eso es otro cantar
(véase la seccién 7 para mas detalles).

Por dltimo, Steiner sugiere que probablemente lo que Be-
nacerraf quiso hacer fue dar sentido a la nocién de elemento
en una estructura abstracta, de forma que ésta fuera definida
por medio de los valores de las variables, aunque nuestro co-
mentarista sefiala que esto serfa lo mas dificil de mantener a
juzgar por las dudosas explicaciones del final del articulo co-
mentado. Ahora si que coincido con Steiner. Como aclaré mds
arriba (seccién 3), Benacerraf estaba empenado en restar en-
tidad ontoldgica a los nimeros reduciéndolos a lugares rela-
cionales en una estructura, pero nos dejaba sin saber nada de
ella, especialmente porque no se decidia a tomar los axiomas
de Peano como la estructura comiin a todos los sistemas (las
progresiones) que manejaba. Pero Steiner avanza un paso mas
en la misma direccién y viene a acusar a Benacerraf de algo
parecido a sustituir lo oscuro por lo més oscuro, pues sefala
que se niega objetividad a los nimeros al precio de convertir
las estructuras en objetos.

Sin embargo, no veo claro este argumento. En primer lu-
gar, aplaudo la identificacién entre las nociones de elemento
en una estructura y valor de una variable. Simplifica mucho las
cosas e Inserta a Benacerraf en su contexto: el de Quine, del
que cada vez que quiere salir es a costa de problemas graves.
Sin embargo, eso sélo puede hacerse a costa de una ontologia
relativista del estilo de Quine mismo, cosa que brilla por su
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ausencia en Benacerraf, quien parece negar objetividad a los
ndmeros a costa de manejar una cierta nocién de objetividad
implicita, que no define, como hemos visto en varios lugares.
Por otra parte, me parece que la postura de Benacerraf de-
beria aplicarse a todos los supuestos objetos matemaéticos, si ¢s
que quiere ser consecuente. Tomemos por ejemplo el concepto
mismo de progresi6n: a menos que partamos de los axiomas
de Peano como la estructura de todas las progresiones, cosa
que habria primero que explicar a fondo, podriamos decir que,
como cabe reducir el concepto de progresién a varias versio-
nes conjuntistas, entonces no hay progresiones como objetos,
ya que todas ellas son incompatibles en lo tocante a ciertos
teoremas.'? Desgraciadamente, en su articulo Benacerraf no
nos da instrumentos para extender su argumento en esta forma,
pero en todo caso tendria que haber tocado este punto de alguna
manera.

5. Criticas platénicas

Pasemos ahora al campo de los platénicos, a la espera de mejor
suerte en nuestra bisqueda de claridad (iy coincidencias!) en
las criticas. Contintio con el criterio cronolégico que, curio-
samente, nos facilita ahora la presentacién sistemética. Ante
todo estd Resnik 1980a. Segiin él, Benacerraf no prueba que
los nimeros no sean objetos, sino en todo caso que no pueden
identificarse con ningin otro objeto, aparte de ellos mismos
(1980a, p. 231). No creo que Benacerraf admitiese semejante
critica (similar, por cierto, a la anterior de Steiner), entre otras
cosas porque es aplicable a cualquier otra reduccién, al ba-
sarse en el presupuesto de que de cualquier cosa puede predi-
carse al menos su propia identidad. Quizé pueda reconvertirse

12 Podramos también considerar diversos tipos de progresiones e inser-
tarlos en el marco de un concepto més general, pero entonces tendrfamos
lo mismo que antes con la nocién general de niimero y los nimeros parti-
culares, y no saldriamos de la dificultad.
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el argumento y decir que si los numerales no tienen referencia
s6lo por argumentos paralelos a la indeterminacién de la tra-
duccién, entonces nada la tendra. Pero de nuevo caemos en la
generalidad més absoluta, y se pierde todo el interés propio de
la aritmética.

Resnik afiade que defender un solo tipo de objetos abstractos
genuinos, come por ejemplo las clases —al estilo de Quine—,
no parece mejorar la situacién. Pero el argumento no esta claro:
no veo por qué, entonces, la existencia de reducciones alter-
nativas de objetos abstractos distintos de los nimeros a clases
mostraria que las clases no serian ya los Gnicos objetos abstrac-
tos. Para afirmarlo deberiamos primero elaborar una ontologia
de la reduccién que afirmase, al estilo de Frege y Russell, que
lo reducido no pierde, gracias a la reduccidn, su propio estatus
ontoldgico. Pero eso es presuponer el platonismo, no argumen-
tar a su favor.

El mejor argumento de Resnik tiene la forma de una reductio
ad absurdum: si el polimorfismo de la reduccién de los niime-
ros a conjuntos ha de llevar a la conclusién de que los nimeros
no son nada, entonces lo mismo habria de aplicarse a todo el
resto de reducciones. Asi, los niimeros reales no serfan tam-
poco nada, ya que pueden reducirse a cortaduras de racionales
(Dedekind), series cantorianas, secuencias de Cauchy o cual-
quier otra construccién. Ni lo serfan, por motivos similares, los
nimeros ordinales, ni las funciones, ni los pares ordenados,
ya que todos pueden reducirse alternativamente a conjuntos.
Ahora bien, eso no es aceptable. Por tanto Benacerraf no puede
estar en lo correcto. El argumento, sin embargo, tampoco me
convence. Primero porque vuelve a presuponer que el nomi-
nalismo es inaceptable. Segundo porque parece claro que Be-
nacerraf no pondria objeciones para generalizar su argumento
a otras reducciones mateméticas, como he tenido ocasién de
sefnalar anteriormente. Su salida consistiria, presumiblemente,
en apelar a su teorfa general —quineana— del isomorfismo
entre estructuras, segin la cual si una de ellas puede hacer el
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trabajo de unos supuestos objetos, nada se gana con postular
los objetos. De todas formas Benacerraf no ha detallado la ge-
neralizacién de su argumento, dejando el tema envuelto en la
vaguedad.

Consecuentemente, si comencé diciendo que este argumento
de Resnik era el mejor fue sélo debido a las consecuencias que
tiene, que derivan directamente hacia el estructuralismo que
ha defendido con posterioridad. En efecto, €] ha reconocido
que la tesis de Benacerraf tiene cierta fuerza contra Frege, y
esa fuerza consiste precisamente en las dudas que arroja sobre
todo lo que no sean estructuras (1980a, p. 232):

Nuestro conocimiento de los niimeros, conjuntos, y otros objetos
matemadticos puede comunicarse sélo mediante aserciones que
pretendan ser verdaderas de ellos. Sean entonces tantos enun-
ciados verdadcros de la teorfa de nimeros (axiomatizada o no)
como se quiera. Estos pueden construirse alternativamente como
una teorfa acerca de los niimeros de Zermelo, los de von Neu-
mann, y asf sucesivamente. La teorfa de conjuntos estd sujeta
también a interpretaciones alternativas, pues los conjuntos pue-
den construirse en términos de categorias y, en general, cual-
quier teorfa que tenga un modelo tendra una serie infinita de
modelos isomorfos. Pero si nuestro discurso sobre conjuntos, nii-
meros y otras entidades mateméticas es por tanto construible
en una serie infinita de maneras alternativas, {cémo podemos
defender que nuestros términos mateméiticos poseen referencias
fijas?

El paso es claro: también la propia teoria de conjuntos esta
edificada sobre arena, y no sélo por admitir construcciones
axiomdticas alternativas, sino porque puede “reducirse” a es-
tructuras mas abstractas ain. Resnik termina su libro con un
parrafo donde dice con toda claridad que “La aritmética y la
teoria de conjuntos deben reconocerse como estructuras ma-
tematicas y debe desarollarse una epistemologia para ellas”
(thid., p. 234). Y esto es precisamente lo que él ha estado ha-
ciendo desde entonces. En la dltima seccién tocaremos el tema
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del estructuralismo, pero —visto lo anterior— aqui hay que
dejar constancia de que la gran influencia de Benacerraf ha
consistido, no en destruir el platonismo de los objetos, sino en
desplazarlo a otros mds abstractos todavfa: las estructuras.

También el platonismo de Maddy, inspirado en Godel, ha
derivado, parcialmente como consecuencia de los argumen-
tos de Benacerraf, hacia un “realismo conjuntista” ciertamente
curioso, que es més bien un aristotelismo. Sin embargo, sus
criticas de Benacerraf son mas bien decepcionantes, limitdn-
dose casi por entero a presentar su propia alternativa. Con res-
pecto al polimorfismo, Maddy concede a Benacerraf su postura
de que ninguna de las reducciones posibles ha de primar sobre
las otras, aunque con el curioso argumento de que, en realidad,
no tendria que haber, a priori, ninguna expectativa de que al-
guna de ellas lo hiciera, lo cual me parece mds bien eludir
el problema (1981a, pp. 500-501). Ademés, Maddy presenta
las tipicas tres alternativas (Frege, Zermelo y von Neumann)
sin percatarse de la diferencia entre la visién ordinalista y la
cardinalista, con lo que supone, sin argumentacién, que la in-
formacién que tenemos es insuficiente como para optar entre
ellas a través de algin criterio.

Respecto a la generalizacién de Benacerraf, segiin la cual los
niimeros no son tampoco objetos, Maddy parece argumentar en
contra. Si los ndmeros estdn determinados sélo por las condi-
ciones necesarias y suficientes que dimanan de su papel en el
sistema de nimeros y, por tanto, cualquier objeto que exhiba
propiedades adicionales queda descartado como nimero, en-
tonces deberfa clarificarse por qué los niimeros, como objetos
genuinos, no podrian serlo con sélo gozar de aquellas propieda-
des. El argumento es similar a los que hemos visto m4s arriba
de Resnik y Steiner —que no se citan en este punto— vy, en
consecuencia, los mismos comentarios son aplicables. Valga,
si acaso, afiadir que el problema de fondo es precisamente la
falta de una teoria general de los objetos en Benacerraf, lo cual,
aplicado a los nimeros, lo lleva —como vimos en la seccién
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3— a una reduccién eliminativa de los nimeros a términos
que se agotan en un nudo de relaciones con otros, los cuales
se evaporan, a su vez, ante consideraciones similares. Pero eso
es como recurrir subrepticiamente a un estructuralismo no tra-
bajado tampoco a fondo. Por otra parte, la posibilidad de decir
que los ndimeros resultarfan “implicitamente definidos” por los
axiomas de Peano no ha sido ni siquiera explorada por Benace-
rraf, como sf lo fue por el propio Peano y también por Russell
(véase seccién 6).

La salida de Maddy es conocida: los niimeros no son, efecti-
vamente, conjuntos; son realmente propiedades de conjuntos,
similares a las propiedades que tienen los objetos fisicos, como
por ejemplo la longitud. Asf que la teoria de nimeros es aque-
lla parte de la teoria de conjuntos que trata de las propieda-
des numéricas de los conjuntos finitos (1981a, p. 502). Ello
sin duda supera la preocupacién de Benacerraf por evitar las
propiedades de los conjuntos, que podrian llevar a sustanciar
la posicién de Frege sobre el resto de alternativas ordinalis-
tas. Sin embargo, aunque los argumentos de Benacerraf contra
una identificacién entre nimeros y propiedades de conjuntos
son, sin duda, discutibles, no me parece que de ello pueda
concluirse que, al fin y al cabo, se trata de una identificacién
paralela a la existente entre niimeros y propiedades de exten-
siones de conceptos. Seguramente el argumento de que tales
propiedades resultan completamente determinadas por sus ex-
tensiones (ibid., p. 505) es equivocado.

Por otra parte, ignoro qué nexo habra entre ello y la funda-
mentacién del realismo conjuntista de Maddy en un sorpren-
dente aristotelismo, segiin el cual los conjuntos son objetos
similares a los objetos fisicos, por lo que asi como los obje-
tos fisicos se sitian en el espacio y el tiempo, asf lo hacen los
conjuntos: “un conjunto de cosas estd donde lo esté el agre-
gado de esas mismas cosas” (ibid., p. 501). En todo caso, tal
supuesta fundamentaci6n epistemolégica no puede ser alegada
para defender la conclusién final de Maddy segiin la cual decir
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que la teoria de niimeros es una parte de la teoria de conjuntos
no supone reduccién alguna (tbid., p. 508):

no es el caso que las (macro) propiedades nimero-teéricas de
los niimeros se hayan explicado en términos de sus (micro) pro-
piedades conjuntistas, esto es, mediante su identidad con ciertos
conjuntos. Lo que ha sucedido no es que una teoria se haya redu-
cido a otra, sino que un malentendido que producia la apariencia
de que habia dos teorias y dos clases de objetos se ha corregido.
Hay sélo conjuntos con propiedades numéricas; la teorfa de nii-
meros es parte de la teoria de los conjunios finitos. De hecho
las reducciones habituales de la teoria de niimeros a la teoria de
conjuntos son incorrectas sélo en que las propiedades numéricas
se toman por objetos y por tanto son identificadas con conjun-
tos particulares. Cuando las propiedades numéricas se ven como
propiedades, aquellos mismos conjuntos pueden usarse como re-
cursos para medir sin que se produzca la falsa impresién de que
existe alguna distincién metafisica entre ellos y otros conjuntos.

Para decir con sentido que no ha habido reduccién deberia
mostrarse que lo que se tomaba por objetos auténticos no lo
eran: asi por ejemplo sucedia con los infinitesimales para
Weierstrass, Cantor y Russell. Pero no basta con decir que una
ontologia ha sido embebida en otra;'? hay, ademds, que mostrar
c6mo las funciones de los falsos objetos han sido completamente
suplantadas por las de los verdaderos. Y dudo que ello pudiera
hacerse cuando Maddy se limita a hablar de los niimeros como
propiedades “numéricas” de conjuntos. Es obvio que nos que-
damos a falta de un estatus de tales propiedades, en tanto se
diferencien de otras propiedades que puedan tener los conjun-
tos. Y temo que cualquier caracterizacién de tales propiedades
especiales presupondria precisamente la caracteristica que se
quiere presentar como ficticia.

13 Como, por otra parte, ya habia sefialado Chateaubriand con més cla-
ridad en el marco de una critica de la reduccién ontolégica de Quine, que
Maddy no aborda, al menos en el trabajo que estamos estudiando; véase mi
estudio citado en la nota 1 y Chihara (1973a).
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Ademéds, incluso se podria acusar a Benacerraf de que su
visién proto-estructuralista peca de lo mismo que desea elimi-
nar: si las verdades de la aritmética han de ser salvadas nada
ganamos con sustituir la objetividad de los niimeros por las de
las estructuras; con lo cual serfan propiedades de tales concep-
tos generales las que pasarian a garantizar aquellas verdades.
Asfi, no necesitamos pedir a Maddy una clarificacién de hasta
qué punto las propiedades no pueden ser consideradas como
objetos legitimos (su aristotelismo la obligaria mas bien a lo
contrario); basta con senalar las formidables dificultades de
su ontologia de las propiedades numéricas. De nuevo lo que
prometia mucho como critica de Benacerraf no ha pasado de
ser una alternativa a su vez falta de lo principal: una auténtica
construccién ontoldgica alternativa, o al menos la defensa de
alguna tradicional que pueda mostrar eficazmente por qué los
argumentos de Benacerraf presuponen més de lo que pueden
demostrar.

Llegamos asf ala critica de Wright (1983a), que pasa por ser
la més extensa y profunda desde el campo platénico, o quiza
desde cualquier otro. Wright sita correctamente la polémica
en el concepto estructural de progresién, pero hace mal, a mi
juicio, en mencionar sélo de pasada el antecedente de Dede-
kind, que —segtin él— hizo la “sugerencia” de que la esen-
cia de los nimeros son las progresiones. No se trata de una
sugerencia; tanto para Dedekind, como para Peano y otros mu-
chos ordinalistas, los niimeros naturales no son més que aque-
llo que cumple los correspondientes axiomas.!* Esto tiene, sin
embargo, un cierto tono familiar en la época de la teoria de
modelos, tono del que carecia cuando la tesis fue formulada
originalmente. Por tanto, tampoco me parece muy convincente
que Wright plantee el tema general de la estructura de los na-
turales en términos que recuerdan el si-entoncismo de Putnam

14 Peano dirfa més bien: aquello que puede abstraerse de todos los sis-
temas que satisfacen tales postulados
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(véase la seccidén 7), es decir, aludiendo al hecho de que la
teoria de niimeros puede interpretarse meramente como basada
en condicionales del tipo: si x es una estructura, entonces tales
y cuales proposiciones se cumplen en ella. Ya vimos més arriba
(seccién 4), al comentar las criticas de Steiner, que no fue ése
exactamente el planteamiento de Benacerraf.

Wright reduce la tesis de Benacerraf a tres fundamentales.
La primera es que el concepto de progresién es el basico para la
aritmética, o mejor dicho, que entender la esencia de la nocién
de ndmero cardinal finito es entender lo que es una progresion
(1983a, p. 117). Naturalmente se trata de una aclaracién inte-
resada, destinada a romper la identificacién y —sobre todo—
a hacerlo destacando las virtudes del cardinalismo, muy margi-
nadas por Benacerraf, como ya seifialé en su momento (seccién
3). En efecto: es obvio que se trabaj6 correctamente con ni-
meros antes de Dedekind y Peano; por tanto nimeros y progre-
siones son dos cosas diferentes (ibid., p. 122):

Esto no es, por supuesto, decir que la idea de progresién no es la
nocién fundamental en la teorfa pura de nimeros. Es decir que
es posible poseer la idea de ndmero cardinal finito, y desde luego
tratar los niimeros, mediante criterios fregeanos, como objetos,
sin hacer ningiin uso de la idea de progresién [...] 1o que es fun-
damental para poseer alguna nocién de niimero natural no es el
conocimiento de que los niimeros naturales pueden disponerse
en una progresién, sino el conocimiento de que ellos se identifi-
can y distinguen por referencia a la correlacién biunfvoca entre
conceptos.

El pasaje, que representa toda la linea de ataque de la pri-
mera tesis de Benacerraf, es poco claro. Primero, no es muy
serio argumentar acerca de lo que es posible o no poseer desde
el punto de vista de la prioridad histérica (o incluso episte-
molégica). Como el experimento mental (isupongo!) de Bena-
cerraf muestra, seria teéricamente posible educar nifios que
accediesen a la noci6n de nimero desde el punto de vista
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estrictamente conjuntista-cardinalista. Segundo, puede acep-
tarse la independencia de la nocién fregeana cardinalista de
ndmero con respecto a la de progresion, pero es en buena me-
dida arbitrario que se introduzca antes. Por otra parte el que
sea posible introducir la idea de nimero desde el punto de
vista cardinalista —mediante la idea de correspondencia en-
tre clases— no lleva necesariamente a su consideracdién como
objetos, por lo que conviene mantener separadas ambas cosas.
Finalmente, Wright, siguiendo la norma establecida, habla in-
distintamente de nimero natural y de ndmero cardinal, con lo
que hace su ataque mds plausible, aunque no més efectivo.
Ambas expresiones son sin6nimas en la literatura al uso, pero
al hacer filosofia hay que hilar algo mas fino, sobre todo en
un problema como éste, donde se trata precisamente de saber
—aunque Wright no lo diga claro— si es la opcién cardinal, o
la ordinal, la genuinamente “natural”. Si a esto afiadimos que
Wright no analiza la nocién de contar en este texto, ni propone
ninguna respuesta a posturas como, por ejemplo, la de Goddard
(véase la seccién 2), entonces su linea queda ain mas desdi-
bujada.

Por este tipo de oscuridades puede Wright defender que la
concepcién de los nimeros como una serie se basa en que
ensenamos a nuestros nifios aritmética mediante el contar reci-
tando meros sonidos: “La intuicién de Frege, en contra de ello,
fue que la identidad [sameness] de nimero —la correlacién
biunivoca— es lo fundamental; esto es, su posesi6n es necesa-
ria para cualquier comprensién del nimero cardinal, y es su-
ficiente para el aparato rudimentario de los juicios numéricos
[...]” (1983a, pp. 120-121). También se puede, ahora, argu-
mentar en contra. Ante todo, Benacerraf podria dar la vuelta al
argumento anterior y sefialar que igualmente antes de krege se
entendia el ndmero y se trabajaba correctamente con él, prin-
cipalmente probando teoremas de teoria de nimeros, sin nin-
guna necesidad de la idea de correspondencia biunfvoca como
base. Y no vale la defensa de que ello era posible porque tal
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idea estaba implicita en aquellos razonamientos, a menos que
estemos dispuestos a conceder que se podria decir lo mismo
de la idea de progresidn en el argumento original. Pero es que,
ademés, Wright hace hincapié sobre todo en el nexo cardinal-
correspondencia, que pocos pondrian en duda, cuando de lo
que se trata, por el contrario, es de buscar la forma de mos-
trar que conviene, por motivos habituales dentro de la ciencia,
comenzar la construccion general del nimero por la idea de
cardinalidad, que facilita mucho las cosas a la hora de intro-
ducir la distincién finito-infinito. En conjunto podemos decir,
pues, que el ataque de Wright a esta primera tesis es oscuro y
falto de eficacia.

La segunda tesis de Benacerraf es, para Wright, la funda-
mental precisamente porque la idea de progresidn es lo basico
en nuestra comprensién de los niimeros, los diversos elementos
de ella pueden ser conjuntisticamente representados de muy
distintas maneras, segiin la progresién particular que adopte-
mos. Por tanto, ninguna de ellas sirve para identificar qué con-
juntos son los nimeros ni, en general, se sostiene la tesis de
que los niimeros sean objetos: si lo fueran, podrian identifi-
carse los conceptos bajo los que caen (1983a, p. 117, pp. 121-
122). Se trata de una descripcién de nuevo poco clara: no hay
necesidad alguna de introducir aqui el par fregeano objeto-
concepto; basta con hablar de propiedades, como lo hizo Bena-
cerraf. Wright lo introduce con el fin de defender que si tene-
mos algiin criterio para escoger entre diversas reducciones de
ndmeros a clases, valdrian sélo aquellas reducciones que cum-
pliesen las condiciones habituales asociadas a los ndmeros;
pero la propia discusion que sigue ~—asi como los ejemplos—
claramente es considerada por el autor como mera escaramuza
preliminar.

El argumento central es ahora la generalizacidn, al estilo de
Resnik: si es cierto que el polimorfismo conjuntista lleva a ne-
gar que los nimeros sean objetos, ello sucede sélo a través de
la tesis general quineana de la inescrutabilidad de la referen-
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cia; pero entonces seria aplicable por igual a todos los términos
singulares, incluyendo las mismas clases (1983a, p. 123). En
principio no se ve la fuerza del argumento; para concederlo
bastarfa con renunciar a las clases como objetos abstractos, a
pesar de que incluso Quine las mantuviera como tales. Wright
lo perfila anadiendo: “La conclusién antiplaténica de Bena-
cerraf necesita apelar a una premisa suplementaria tacita: que
donde los usos y las explicaciones estdndar son insuficientes
para determinar univocamente la supuesta referencia de una
expresién aparentemente referencial, la expresién no es ver-
daderamente referencial” (ibid., p. 127). Ahora el intento de
reduccidn al absurdo se clarifica: o Benacerraf se equivoca o
ningiin término singular tiene referencia.

Con ello lo que hace Wright es meramente trasladar la tesis
de Benacerraf al campo de Quine. No veo ningtin problema
en aceplar la adscripcién de Benacerraf a la tesis general qui-
neana. La dificultad radica en que, como sefialé anteriormente
(seccién 3), Benacerraf no tomé partido en semejante nueva
polémica, ni conocia, en 1965, la evolucién de la tesis quineana
hacia una radicalizacién de la relatividad ontolégica. Asf que
no veo otra defensa de la reduccién al absurdo que negar el
propio absurdo. Claro que entonces la propia postura de Be-
nacerraf se vendria abajo: équé sentido tendria decir que los
ndmeros no son objetos si nada lo es? Sin embargo, no nece-
sitamos llegar tan lejos; basta recordar que si se admite una
postura ontolégicamente relativista siempre queda el recurso
de refugiarse en la objetividad de los predicados. Al fin y al
cabo toda la filosofia de Quine no es sino el desarrollo de su
célebre compromiso ontolégico, que, a su vez, no es mas que
el traspaso de la carga ontolégica a los predicados (y a las es-
tructuras que los combinan).

La tercera y ultima tesis de Benacerraf que valora Wright es
un poco la sintesis de todo lo anterior; ahora en sus propias pa-
labras, se trata del “deslizamiento desde ‘cualquier progresién
de objetos sirve como niimeros naturales’ a ‘las verdades ni-
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mero-tedricas son esencialmente verdades de cualquier pro-
gresién’ [...], y luego a ‘es un error suponer que la teoria de
nimeros trata de objetos particulares’” (1983a, p. 118). Pa-
sando por encima del segundo estadio, que parece més bien
perteneciente a la concepcidn si-entoncista, parece que la es-
trategia de Wright es ahora tratar de compatibilizar la con-
cepcién de los nlimeros como objetos —después de todo para
Frege lo eran en virtud de la verdades de la aritmética— con
la, digamos, estructuralista. Pero esto lo lleva en seguida a una
descripcién plenamente formalista (con el cldsico ejemplo de
ajedrez incluido); podria decirse que los niimeros naturales son
objetos tales que, para conocer que ciertas caracteristicas se les
aplican, basta con reconocer una caracteristica general de las
progresiones (ibid., p. 128).

Se trata de un movimiento que hemos bordeado ya més arriba
y que podrfamos asimilar a la concepcién de la definicién im-
plicita: los niimeros serian aquello que satisface las leyes de la
aritmética, empezando precisamente por los axiomas de Peano,
que rigen la estructura de las progresiones relevantes. Esto
parece olvidar, a su vez, que la aritmética tiene modelos no
isomorfos, por lo que no todos los objetos valdrian para la inter-
pretacién correspondiente (Russell, al fin y al cabo, tenfa parte
de razén al exigir —por otros motivos— una unicidad dltima).
Aun sin recurrir a ello, entre otras cosas porque Benacerraf no
contemplé tal posibilidad, podrfa exigirse —maxime desde una
postura platénica como la de Wright— que se diera algin crite-
rio de individuacién de los cardinales que fuese independiente
del orden de las progresiones, aunque con ello volverfamos cla-
ramente a la polémica de los argumentos anteriores. A mf no
se me ocurre, sin embrago, ninguna otra observaci6n relevante
para aclarar la postura de Wright. Quiza a él tampoco se le
ocurrid, pues cierra su anélisis con un claro rebajamiento de
lo que podria esperarse que fueran sus exigencias originales

(1983a, p. 129):
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El que es platénico en materia de niimeros no necesita presu-
poner que la concepeién de los nimeros como objetos es de
alguna forma indispensable para nosotros; ain menos que esa
concepcidn es de alguna forma més cercana a la “verdad estruc-
tural” acerca de la realidad ndimero-teérica que la concepeién
de las progresiones-en-general. Su posicién es, simplemente,
que si hay disponible un concepto clasificatorio [sortal] del ni-
mero natural y hay criterios normales que determinen que ese
concepto tiene instancias —esto es, que contextos de los tipos
relevantes que contengan términos que pretendan denotar niime-
ros naturales sean verdaderos— entonces hay tales cosas. Esto
puede mostrar mucho acerca del tipo basico de entidad con que
tratamos, tanto si los medios por los que el concepto clasifica-
torio se explica son ostensivos, descriptivos, postulacionales o
contextuales; y tanto si el discurso acerca de tales entidades es
prescindible para fines practicos como si no. Pero estas consi-
deraciones son completamente irrelevantes para la cuestién de
si hay realmente tales cosas.

Ello le sirve a Wright para descalificar, de una vez, la posible
enjundia de la tesis de Benacerraf con respecto al estatus de los
ndmeros como objetos, a pesar de que de hecho el rebajamiento
al que me referia consiste precisamente en arrojar ciertas dudas
sobre el estatus de los ndmeros como objetos, que al fin y al
cabo era el nicleo de la argumentacién de Benacerraf.

Si lo entiendo bien, el argumento definitivo viene a decir:
que los nidimeros son objetos (lo de los “sortal concepts” me pa-
rece s6lo un intermediario prescindible) es indudable pues hay
enunciados verdaderos que contienen numerales: luego tanto
da que demos cuenta de ellos por un medio u otro. Evidente-
mente la fuerza de la conclusién descansa por completo en la
de la premisa y ésta parece depender, a su vez, de un argu-
mento que, aunque inspirado en Frege —que siempre pensaba
en términos de verdad— se puede transformar en uno no muy
diferente a la postura de Quine. En efecto, para éste el hecho
de que los numerales figuren en un enunciado verdadero no
les concede mas referencia que la que dimane del papel que,
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como términos singulares, desempefan en la teoria como un
todo. Tales numerales podrian no ser més que abreviaturas de
parédfrasis complicadas que los mostrasen como “construccio-
nes l6gicas” a base de materiales més seguros, por ejemplo cla-
ses. Y si recordamos que lo mismo puede decirse con respecto
a elementos de ciertas progresiones, la premisa parece perder
toda su fuerza.

Si, no obstante, quisiéramos valorar la conclusién por si
misma comprenderfamos rdpidamente que muy a menudo, por
no decir siempre, las cuestiones ontolégicas se deciden con
base en escoger entre diferentes métodos de introduccién de
conceplos; visto asf es obvio que no es lo mismo postular un ob-
jeto que construirlo, como sabfa muy bien Dedekind, y no diga-
mos Russell, de quien derivan los mejores argumentos contra la
postulacion. Por tanto serfan tales métodos los que tendrfan que
ser evaluados respecto a sus posibilidades de ofrecer ontologfas
aceptables. Y en el campo que nos ocupa ello nos lleva, una vez
mds, a escoger entre estructuras (o progresiones), es decir, or-
dinales, y correspondencias biunivocas, es decir, cardinales.
El anélisis de Wright no nos ha ayudado mucho, después de
todo, a descifrar el problema de fondo que diagnosticamos en
nuestro propio anélisis.!® Paso, pues, a abordarlo directamente.

6. Ordinales versus cardinales

Como he venido sefialando en buena parte de lo anterior, es
una ldstima que Benacerraf no incluyera en su articulo una
discusién directa sobre la alternativa cardinal-ordinal, prefe-

15 Las ideas de Wright han trafdo cola. Se ha argumentado, por ejemplo,
que la adscripcién de la indeterminacién de Benacerraf a la de Quine no
es legftima, alegando ciertas diferencias, aunque de manera poco convin-
cente (McGinn, 1984a; véase también Spinks, 1984a); por otra parte, Hale
(1987a) ha sefalado también ciertas dudas sobre las criticas de Wright,
aunque no acabo de ver muy bien, en una primera lectura, la direccién de
su alternativa. Para otras diferencias entre el problema del polimorfismo y
el enfoque de Quine, véase Parsons (1971a).
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rentemente con una base histérica. A muchos de sus despre-
venidos lectores debié parecerles que su planteamiento era ge-
nuinamente original, aunque en cuanto se inserta en un marco
histérico més amplio, que es lo que voy a hacer en esta seccién,
muchas de sus tesis aparecen simplemente como la repeticién
de otras mantenidas muchos afos antes por otros.!® Este pro-
blema es, pienso yo, tipico del tipo de filosofia analitica que
se desarrolla sélo, o principalmente, a través de articulos que
escogen un pequefio punto como objeto de andlisis y se des-
preocupan de situarlo en un contexto mas extenso, incluyendo
cierto respeto por la historia del problema. Desde un punto de
vista histérico, como es el mio, es de la mayor importancia su-
perar tales carencias, y éste es un tema donde al hacerlo halla-
mos sorprendentes antecedentes y clarificaciones.

A titulo de visién general podriamos decir que la concepcién
de los ntimeros como una realidad cuya esencia es el formar una
progresién —que he llamado ordinalista— es la que ha pre-
valecido. Nacié de forma explicita, situandonos ya en la época
contemporénea, con Kronecker y Helinholz, aunque fue llevada
al mdximo rigor sélo con Dedekind y Peano, que la dotaron de
una estructura axiomdtica. Después fue defendida por Peirce,
Cassirer y Weyl —e incluso por Quine y Benacerraf—, pero
lo que ha hecho que alcance una primacia casi definitiva ha
sido que el enfoque basado en las estructuras —predominante
en matemdtica a partir de Hilbert, después con Bourbaki, y
ahora con el nuevo estructuralismo, salvando las distancias—
enlaza de manera natural con ella. La concepcién opuesta
—1la cardinalista— ve aquella esencia en los conceptos de ele-
mento, clase y correlacién entre clases. Nacié con Cantor y
Frege y fue desarrollada por Russell. Tenia ventajas matemati-
cas y filoséficas importantes, que he ido senalando aquf y all4

15 Me moveré, no obstante, dentro de una perspectiva contemporénea.
Sin embargo, se pueden hallar anticipaciones de la postura nominalista
de Benacerraf en las ideas matem4ticas de Berkeley, segtin ha mostrado
claramente Robles (1989a).
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en las secciones anteriores, pero ha decaido junto con la filo-
sofia de la matemética —el logicismo— a la que se asocié. En
lo que sigue trazaré brevemente algunos rasgos de la historia
del enfoque ordinalista, para continuar después con la del car-
dinalista y terminar con unas reflexiones sobre la importancia
de lo visto para nuestro problema general.

Como es bien sabido, Dedekind redujo los nimeros a una
estructura regida por las nociones de cosa (elemento), sistema
(clase, conjunto) y aplicacién (transformacién, corresponden-
cia) entre sistemas, y definida por los célebres axiomas llama-
dos hoy de Peano (aunque sin la induccién matemaética, que
para Dedekind debia aprobarse). Tales axiomas determinaban
la estructura llamada “sistema simplemente infinito” e hicie-
ron posible definir los nimeros como uno de tales sistemas,
haciendo abstraccién de la naturaleza de sus elementos y to-
mando el 1 como elemento bésico. Ello supon{a la consagracién
del ordinalismo, por cuanto la abstraccién no afectaba al orden,
que se mantenia como elemento definitorio. Asf, para Dedekind
los nidmeros naturales, o los ntimeros a secas, son los ordinales

(18884, §73):

Si en la consideracién de un sistema simplemente infinito
N ordenado mediante una transformacién ¢ descartamos en-
teramente el cardcter especial de los elementos, reteniendo
simplemente su distinguibilidad y teniendo en cuenta sélo las
relaciones mutuas en que la transformacién ordenadora ¢ los
coloca, entonces esos elementos se llaman nidmeros naturales o
nidmeros ordinales o simplemente niimeros [...] Las relaciones
o leyes que se derivan enteramente de las condiciones [los axio-
mas] y por tanto son siempre las mismas en todos los sistemas
simplemente ordenados, cualesquiera nombres pueda suceder
que se les dé a los elementos individuales, constituyen €l primer
objeto de la ciencia de los nimeros o aritmética.

Lo que equivale a decir: (i) que los ndmeros, en lo que respecta
a la aritmética, no son mds que elementos cuya naturaleza es
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s6lo aquélla definida por sus lugares en la correspondiente se-
rie; (ii) que tales lugares se determinan sélo a través de las
relaciones entre ellos; (iii) que la aritmética tiene por dnico
objeto el estudio de ese conjunto de relaciones o estructura.
Esta fue la base de la concepcién contemporénea del ordi-
nalismo. El resto de la construccién, que habfa exigido ya la
introduccién de la distincién finito-infinito (mediante la defi-
nicién de Bolzano en términos de correspondencia), dimanaba
de lo anterior: induccién matemética, operaciones fundamen-
tales, ndmero cardinal (el nimero de los elementos de un sis-
tema finito en términos del ndmero con el que se corresponde
biunivocamente un sistema semejante al dado) y por fin la clase
de los sistemas simplemente infinitos (ya con la induccién ma-
temética).

Peano precisé este planteamiento afiadiendo el axioma de la
induccién matemadtica al conjunto de axiomas originario (re-
nunciando asi a su “prueba”), pero, desde un punto de vista
mas “modelistico”, vio claro que hay una infinidad de sistemas
que satisfacen tales axiomas, por lo que llegé a ofrecer una for-
mulacién de ellos en términos puramente abstractos, es decir,
sin referencia alguna a las nociones primitivas aritméticas: ni-
mero, cero y sucesor. Sin embargo defendi6 su postura, més o
menos formalista, diciendo que los niimeros es eso que se ob-
tiene por abstraccién de todos aquellos sistemas. La diferencia
bésica con Dedekind es que para aquél su construccion equi-
valia a una reduccién logicista, mientras para Peano tal cosa
no es posible: la nocién de niimero es irreducible e intuitiva,
asi que sus axiomas estaban destinados sélo a caracterizarlos
de manera formal. Peano conocia también algo de la obra de
Frege y desde luego a Cantor, asf que estaba al cabo de la calle
del punto de vista cardinalista basado en la nocién de corre-
laci6én entre clases (e influyé decisivamente en Russell sobre
este punto). Sabia por tanto también que era posible construir
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la aritmética evitando comenzar por los ordinales, pero prefirié
siampre su enfoque axiomético.!’

Peirce defendi6 el ordinalismo casi literalmente a la manera
de Quine y Benacerraf cuando escribié (en 1905 y 1908): “la
Gnica cosa que los niimeros enteros pueden expresar es ¢l lugar
relativo de los objetos en una simple y discreta serie lineal;
[...] todo lo que es esencial para la matematica de los niime-
ros es la sucesion y las relaciones definidas de sucesién, y ésa
es precisamente la idea que los niimeros ordinales desarrollan”
(cit. en Levy, 1986a, p. 23).

Lo mismo podemos decir de Cassirer, que ademds ofrecié ya
en 1910 toda una exposicién sistemética de la polémica. Segiin
él Dedekind habia ya mostrado que la esencia del nimero se
agota en un conjunto de relaciones: “Lo que ella aspira a ex-
presar es precisamente la cxistencia de una serie de objetos
definidos por su idealidad, cuyo contenido total depende de las
relaciones que mantienen entre ellos. La ‘esencia’ de los ni-
meros se reduce a su situacién” (1910a, p. 54). Esto lo llevé a
describir magistralmente la caracterizacién ordinal como aque-

lla segin la cual (tbid., p. 64)

el nimero aislado no tiene jamas significacién independiente
y no recibe mas valor que mediante el lugar que ocupa en el
conjunto del sistema. La definicién del niimero, sea la que sea,
determina al mismo tiempo e inmediatamente la relacién que
mantiene con los otros elementos del dominio, relacién que es
imposible de suprimir sin rechazar al mismo tiempo toda la po-
tencia que se le reconoce al ndimero en cuestién.

Pero no se limité a describir la postura ordinalista; la defendié
explicitamente, alegando que la teorfa ordinal representa la
caracterizacién minima que ningin otro punto de vista puede
eludir, mientras que la cardinal es mas atil de cara a las apli-
caciones (ibid., p. 69). Sin duda Cassirer estaba pensando aqu{

17 He desarrollado todo esto a fondo en mis 1988b y 1991a (capf-
tulo 3).
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en las aplicaciones del contar y medir, que requieren, al me-
nos en su aspeclo transitivo, el recurso a la correspondencia
entre clases. Sin embargo, también tuvo la lucidez de anadir,
aunque fuese en una nota, que comenzar por los cardinales per-
mite, mediante la correspondencia, definir los ndmeros infini-
tos (¢bid., p. 70). Pero entonces no estamos ya ante una simple
aplicacién, sino més bien ante toda una construccién alterna-
tiva, es decir, una teoria.

También Hermann Weyl dedicé una discusién al tema en una
obra muy conocida en Estados Unidos, publicada precisamente
—en versién inglesa— en Princeton: su 1949a. Alli defendié
el ordinalismo, pero no simplemente como Quine o Benacerraf,
sino reconociendo la ventaja de la extensién al infinito e intro-
duciendo un argumento que veiamos en las secciones 2 y 4: el
de que la correspondencia entre clases presupone ya el niimero

(19494, pp. 34-35):

el criterio de equivalencia numérica hace uso de la posibilidad
de emparejamiento, que puede descubrirse sélo si los actos de
correlacién son llevados a cabo uno después de otro en sucesién
temporal y los elementos de los conjuntos mismos son de ese
modo dispuestos en orden. Incluso si uno sigue el camino de la
abstraccién y divide el acto de comparacién numérica de dos
conjuntos primero adscribiendo a cada conjunto un nimero y
después comparando esos niimeros, aiin sigue siendo indispen-
sable el ordenar cada conjunto individual mismo exhibiendo sus
elementos uno a uno en sucesién temporal [...] por esta razén
me parece incuestionable que el concepto de nimero ordinal es
el primario.

También Weyl inserté su opcidn en el marco de una critica ge-
neral a la definicién de Frege-Russell del ndmero de una clase.
Ya he comentado tales criticas en otra parte,'® pero lo esen-

18 Véase mi 1987a, donde aparece todo el contexto histérico de tal de-
finicién, asi como su probable autoria en Peano (aparte de 1a obra de Frege,
claro es), tras los esfuerzos de Pieri y Burali-Forti por superar los defectos
de las definiciones por abstracciones y por postulados.



cial de ellas radicé en que tal definicién, aunque eficaz para
cumplir con las funciones del ndmero en el marco de una con-
cepcién global, no proveia lo que sus autores buscaban: una
representacién concreta del nimero. El argumento es sin duda
curioso, pues recuerda justamente la bien conocida critica de
Russell a la posicién ordinalista, que veremos a continuacié6n,
tras una referencia a Cantor.

Sélo la gran construccién del genial alemén permitié mostrar
los nexos que era posible establecer entre los pares cardinal-
ordinal, finito-infinito, correspondencia-orden y conjunto-po-
tencia, que subyacian de manera inextricable al concepto de
nimero.!® Ante todo introdujo el niimero cardinal (la poten-
cia de un conjunto) como el concepto general derivado de un
conjunto cuando se hace abstraccién de la naturaleza de sus
elementos y del orden en que se encuentran en él. Inmediata-
mente, la equivalencia entre conjuntos, en términos de corres-
pondencia biunivoca, afecta también a sus potencias. Con sélo
eso —es decir, sin los ordinales ni los axiomas de Peano— es
ya posible definir los cardinales finitos:?® resultan al subsumir
un objeto bajo el concepto de un conjunto del cual se obtiene
después la potencia correspondiente por abstraccién, asf como
los cardinales transfinitos: son potencias de conjuntos trans-
finitos, que son aquellos equivalentes a alguna de sus partes
(subconjuntos).

Ni siquiera ahora se pasa directamente a los ordinales: éstos
se basan también en conceptos mas generales: los tipos de or-

19" Cuando la obra principal de Cantor se imprimié en 1895-1897, ya
se habia publicado la mayor parte de la de Frege, pero este iltimo, ademas
de ejercer escasa influencia, comenzaba también su construccién con los
cardinales y definfa el infinito de forma parecida. Prefiero, pues, limitarme
aquf a Cantor para pasar en seguida a Russell. Adems4s, Frege publicé su
1884a cuando ya habfa aparecido la idea esencial de la construccién can-
toriana de los transfinitos en 1883, asociados a su concepcién cardinalista:
para ambos la distincién finito-infinito es puramente cardinal.

20 A diferencia de Frege, para quien se vinculaban a la induccién ma-
tematica y, por tanto, a la serie ordinal.
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den, que a su vez dependen de dos tipos de conjuntos: los sim-
plemente ordenados y los bien ordenados. Un conjunto se halla
simplemente ordenado cuando entre sus elementos se da un
orden de precedencia determinado (que se define facilmente).
Un tipo de orden es el concepto general que resulta de un con-
junto cuando hacemos abstraccién de la naturaleza de sus ele-
mentos y retenemos s6lo su orden de precedencia. Ello permite
ya introducir la semejanza entre conjuntos ordenados con base
en la correspondencia biunivoca. Y ahora es cuando aparece un
primer nexo importantisimo: los tipos de orden de conjuntos
ordenados finitos coinciden con los cardinales finitos corres-
pondientes, mientras que para un mismo cardinal transfinito
existen innumerables conjuntos simplemente ordenados dife-
rentes. Aqui encuentran su insercién mds natural los nimeros
racionales (el tipo de orden 7) y los reales (el tipo de orden 6
del continuo).

Un conjunto simplemente ordenado estaré, ademas, bien or-
denado si sus elementos ascienden en determinada sucesién,
regida por ciertas leyes (que equivalen, en la practica, a los
axiomas de Dedekind). Llegamos ahora al ndmero ordinal; es
simplemente el tipo de orden de un conjunto bien ordenado.
Aqui rige la misma caracteristica que sefialdbamos para los
cardinales: si son finitos, sus propiedades coinciden con las
de los cardinales finitos, pero existe una infinidad de ordinales
que corresponden al mismo cardinal transfinito. No necesita-
mos pasar aqui a las clases de niimeros (que son totalidades de
los ndmeros que hemos definido). Baste sefialar la versatilidad
de la noci6n de potencia, que permite ser utilizada eficazmente
en combinacién con los conceptos de conjunto, cardinal, finito,
infinito y ordinal: potencia y ordinal coinciden en el caso de los
nimeros finitos, pues el nimero de sus elementos no cambia
cuando el orden cambia, pero difieren en los transfinitos, donde
la misma potencia puede dar lugar a diferentes ordinales. Como
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he sefalado en otra parte,! ello supone la plena conciencia de
que bajo las viejas nociones de ndmero y orden latian muchos
conceptos distintos, lo que hizo posible la construccién de una
sola teoria que los abarcase a todos en el marco de la economia
conceptual y el rigor. No es de extrafar que Russell quedara
fascinado por semejante construccién hercilea, sobre todo una
vez que se cuenta con los medios de la potencia léogica pea-
niana. Tampoco lo es que, en tales circunstancias, una vuelta
a las progresiones —los ordinales, en suma— como el funda-
mento de la aritmética pareciese una vuelta atrds.

Sin embargo, en su conversién cantoriana Russell conté con
un precedentc fundamental: Louis Couturat, con quien tuvo
ademds una relacién de muchos afios. Couturat se habfa ya de-
clarado cantoriano en su 1896a, obra en la subraya —en su
andlisis del nimero— precisamente los aspectos cardinalistas
cantorianos (Cantor habia introducido los ordinales antes que
los cardinales en sus trabajos anteriores a 1895a). Con base
en ello realiza una critica feroz del ordinalismo, sobre todo lo
que él llamaba la teorfa “empirista” del niimero de Dedekind,
Kronecker y Helmholz, que tilda adema4s de positivista y nomi-
nalista, por mis que sus defensores hablen del ndmero como
creacién libre del espiritu.

El argumento central es que tal teoria reduce los cardinales
a la serie ordinal, pero con el expediente de recurrir al contar
(o numerar), por lo que independientemente de sus pretensio-
nes aprioristas hace nacer el cardinal de la aplicacién de una
serie de signos a una coleccién de objetos reales, es deeir, de
una numeracién en la experiencia. Para Couturat, en cambio,
la idea de niimero cardinal esta ya implicita en la ndmeracién
(18964, p. 327), aunque él lo formule en los términos kantianos
usuales, a los que renunciarfa precisamente con la ayuda de
Russell. El resultado es claro y rotundo: “la idea primitiva de
niimero es el nimero cardinal”, en consecuencia, “el nlimero

2! Véase el capitulo 5 de mi 1987a y la seccién 1.2 de mi 1991a.
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entero es, en esencia, independiente de las ideas de orden y
sucesién” (ibid., pp. 354-355).

Su 1900a vino a perfilar mejor la primacia de la concepcién
cardinal sobre la ordinal (p. 29):

Parece evidente a la reflexién que [la concepcién ordinal] con-
tiene un elemento adicional, que es la idea de orden. En efecto,
el niimero ordinal se compone, en realidad, de unidades orde-
nadas; es pues primero una coleccién de unidades, es deeir un
niimero cardinal, con un dato més, que es la disposicién de estas
unidades. El niimero cardinal es pues mas simple que el ntimero
ordinal; representa un grado superior de abstraccién, como lo ha
visto correctamente Cantor.

Couturat llevé mds lejos todavia su cardinalismo en el mismo
trabajo: llegd incluso a defender que el niimero cardinal es in-
cluso anterior a la idea de correspondencia (quiza por la poco
convincente definicién cantoriana de conjunto). En todo caso,
también en esto Russell habria de convencerlo con la apa-
ricién de sus Principles y Principia, auténtica sintesis del car-
dinalismo sobre los hombros de Frege y Cantor. Pero no cabe
duda de que incluso en sus polémicas Couturat se adelantaba
también a muchos de los argumentos que hemos repasado re-
ferentcs a la problemitica primacia del ndmero, el contar, el
orden y la correspondencia entre conjuntos. Sin embargo, como
tantas veces en la historia, casi ningiin recuerdo se ha guardado
de él.

La construccién russelliana del niimero cardinal es la més
conocida de las que hemos examinado, pero su celebridad en
los ambientes filoséficos no suele pasar de la definicién del
nimero de una clase en términos de la clase de clases simi-
lares a ella, lo que impide ver la magnitud global de la cons-
truccién, cuya estructura es muy similar a la de Cantor. Tras
algunas vacilaciones,?® Russell construye los cardinales eomo

22 Véase mi 1987b para un rastreo del proceso en los mantscritos iné-
ditos y la dimensién de la herencia peaniana.
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ntimeros de clases (o potencias de conjuntos como diria Can-
tor) en los bien conocidos términos de equivalencia entre cla-
ses, y el concepto de nimero cardinal —siguiendo a Frege—
como aquello que es el niimero de alguna clase. Como esto vale
para los niimeros transfinitos, la introduccién de la distincién
finito-infinito se hace en los términos usuales de equivalencia
con una parte propia. Por fin los ordinales se introducen como
clases de series, una vez definido el orden, todo ello mediante la
nueva légica de relaciones, que lleva incluso a un tratamiento
completo de la teoria de las progresiones en 1901. El meca-
nismo es estrictamente paralelo, sobre todo en la presentacién
de 1903a y posteriores: el niimero ordinal de una relacién se-
rial es la clase de relaciones semejantes a ella.?? Todo ello le
permite presentar una alternativa completa al ordinalismo, en
la linea de Cantor, pero con todo el aparato argumentativo en
defensa de una tesis esencialmente filosdfica.

Un breve anédlisis de la toma russelliana de postura en la
polémica cardinal-ordinal es de lo més instructivo, tanto por
su valor clarificador intrinseco como por la luz que arroja sobre
muchos de los problemas que hemos examinado en las seccio-
nes anteriores. Ante todo, veamos la relacién entre sus cardina-
les y los axiomas de Peano. Para Russell la ventaja constructiva
principal de su definicién de los cardinales es, no sélo la que
se deriva del logicismo (la bisqueda de un mayor rigor, segu-
ridad intuitiva y logicizacién de las verdades aritméticas), sino
también el lograr una determinacién univoca de los niimeros,
dado que segiin Peano sus axiomas posefan infinitos modelos.
Russell no podia saber todavia que se trataba de una tarea im-
posible, pero lo cierto es que tal finalidad jugé un papel cata-
lizador basico, no sélo justificativo.

Segiin €l no era posible un proceso de abstraccién partiendo
de todos los sistemas que satisfacen los axiomas de Peano:

23 Para un tratamiento histérico-filoséfico de toda la construccién, véase
mi 1991a, capitulo 4.
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“todo término de una clase es el término que es, y satisface
alguna proposicién que se hace falsa cuando se sustituye otro
término de la clase. Por tanto no hay ningin término de una
clase que tenga simplemente las propiedades que definen di-
cha clase y ninguna otra” (1903a, §122). La consecuencia es
que si definimos la clase de los modelos de los axiomas, sus
primitivos adquieren el estatus de meras variables y enton-
ces no significan nada. Russell demuestra facilmente esto re-
curriendo a una definicién nominal de tal clase de modelos
que hace desaparecer en su seno tanto los indefinibles como
los axiomas mismos (ibid., §123), exactamente igual que harfa
en la geometria al no poder ofrecer una definicién légica no-
minal del punto.?* Por dltimo, su definicién cardinalista pre-
tende también aportar existencia a los nimeros, cosa que no
podriamos extraer de aquellas variables hueras: no hay més
que demostrar que las propiedades esenciales exigidas son sa-
tisfechas por los nimeros cardinales finitos tal como se han
definido. De no ser asi, la aritmética estaria vacia de contenido
veritativo.

Podemos pasar ahora al problema de los ordinales. Ante to-
do, el contar queda rdpidamente descalificado (1903a, §129).
Primero desterrando las connotaciones psicoldgicas por irrele-
vantes; segundo reduciendo el proceso al de la correspondencia
entre conjuntos. Es cierto que Russell no toca explicitamente
el contar intransitivo, pero es seguro que lo reduciria al mero
problema psicoldgico de contar objetos imaginarios o de seiia-
larlos subrepticiamente: es la correspondencia con la serie de
los ntimeros lo que darfa sentido al contar intransitivo, no a

24 Curiosamente, sin embargo, Russell no considera aquf que se pre-
sente el mismo problema de multivocidad. En todo caso vale la pena afiadir
que la ahora tan de moda definicién por introduccién de un predicado
conjuntista no es sino un mecanismo parecido, inpirado en los usos ma-
tematicos modernos (cfr. Bourbaki), pero claramente entroncada con mé-
todos mucho méds antiguos. Sobre el tema del rechazo por Russell de las
definiciones por postulados, véase mi 1991a, capftulos 4 y 5, y también
Jourdain (1910a).
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la inversa. La prueba estd en que para Russell ni siquiera el
contar transitivo da informacién alguna sobre lo que son los
nimeros (sus leyes, su formar una serie, etc.).

Veamos ya la polémica prioridad ordinal-cardinal. Lo que
quisiera destacar es que fundamentalmente para Russell se
trata de una polémica en buena medida artificial, que debe
ser resuelta en términos de simplicidad cientifica. Primero, las
progresiones, cualquiera de las cuales valdria para desarrollar
la aritmética, pueden definirse con independencia del nime-
ro, que debe ser visto como un caso en particular de progresién
(1903a, §229). Segundo, ello no obsta para que sean los cardi-
nales, definidos en términos de correspondencia entre clases,
los que usemos en la vida diaria, por més que la matemaética
se despreocupe de sus propiedades puramente légicas y los re-
duzca también a progresiones. No hay, pues, prioridad légica
de ninguno de ellos (ibid., p. 230):

Los ordinales y los cardinales forman por igual una progre-
sién, y tienen exactamente las mismas propiedades ordinales.
Partiendo de cualquiera de ellos puede demostrarse toda la arit-
mélica sin recurrir a los otros, siendo las proposiciones simbé-
licamente idénticas, pero diferentes en su significado [...] En
realidad parece no haber posible eleccién en lo que respecta a
la prioridad légica entre ordinales y cardinales, excepto que la
existencia de los ordinales se infiere de la serie de los cardinales.

Escoger entre ellos como punto de partida debe ser, pues, una
decisién justificada por razones globales. El criterio que escoge
Russell es el siguiente: aunque los ordinales pueden definirse
sin los cardinales, una vez definidos se ve que los implican; por
otra parte los cardinales, aun definidos independientemente,
forman también una progresién. Entonces conviene atender a
motivos de simplicidad: ¢Cuéles de ellos exigen menos ideas
para ser introducidos? Sin duda los cardinales, pues aunque
no estén presupuestos por los ordinales, éstos son mis com-
plejos, pues presuponen tanto las relaciones seriales como las
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biunivocas, mientras que los cardinales sélo presuponen las
relaciones biunivocas (ibid., p. 232).2°

En efecto, un ordinal es para Russell algo independiente,
no sélo de los cardinales, sino incluso de la naturaleza de los
términos ordenados. Ello viene también a arrojar luz sobre la
polémica desatada por Benacerraf al sostener que un nimero
no es nada mas que un lugar en una progresién. El secreto
esté en percatarse de que el orden, base de los ordinales, no es
una propiedad de un conjunto dado de términos, sino de una
relacién serial, que, si estd dada, determina su campo, pero
no a la inversa (1903a, §231). Asi, nuestra decisién en el pro-
blema de la prioridad constructiva no puede prescindir de los
problemas de las relaciones seriales. Y con ello volvemos a la
“esencia” de las progresiones, que no puede, segin Russell,
alegarse sin mds como la estructura cuyos sistemas todos re-
presentan los niimeros.

De ahi que Russell rechace también los axiomas de Dede-
kind como determinantes de los niimeros. Su comentario al
pérrafo de Dedekind que transcribimos maés arriba es (1903a,

§242):

Una progresién puede estar formada por puntos, o por instantes,
o por ordinales transfinitos, o por cardinales, de los que [...] los
ordinales no son elementos; [. .. ] es imposible que los ordinales
no sean otra cosa, como sugiere Dedekind, que los términos de
relaciones que constituyen una progresién. Si son algo, deben
serlo intrinsecamente; deben diferir de otras entidades, como
difieren los puntos de los instantes, o los colores de los sonidos.

25 Podria alegarse que los ordinales presuponen también las relaciones
biunfvocas, ya que Russell los ha definido en términos de clases de se-
ries, lo que exige la semejanza entre series, basada en la correspondencia
biunfvoca, pero ello no ocurrirfa en otra presentacién. No sé lo que Rus-
sell responderia, pero me parece que ello no hace més que reforzar algo
que Russell aprendié de Peano: que la definibilidad de un concepto, asf
como su prioridad, depende en buena medida del lugar que ocupe en una
construccién global.

65



Las anteriores consideraciones llevan a Russell a su célebre
doctrina del “ojo de la mente”, pero eso no es mds que un las-
tre de platonismo que Russell perderia en un par de afos. Lo
importante estd en que, como consecuencia de todo este plan-
teamiento, Russell se reafirma en la conveniencia de comenzar
por los cardinales, pues éstos son independientes de la teorfa
general de las progresiones, mientras que debe demostrarse, y
no meramente inferirse, que también forman una progresién,
lo cual exige la introduccién del orden, que es independiente
del nimero: “En consecuencia, la cuestién de que si hay que
comenzar por el orden o por los nimeros se resuelve en una
cuestién de conveniencia y simplicidad y, desde este punto de
vista, los niimeros cardinales deben tratarse antes que los pro-
blemas, muy dificiles, sobre las series [...]” (ibid., §243).

A mi me parece que esto contribuye a clarificar nuestros pro-
blemas de fondo. Ante todo, no tiene nada de extrafio y especial
lo que hemos llamado polimorfismo conjuntista de los niime-
ros. Es un fenémeno que tiene lugar alli donde hemos conse-
guido aplicar técnicas matemadticas; desde luego en légica, pero
también en fisica y en otras muchas ciencias. Se trata, simple-
mente de que podemos construir las mismas cosas de muchas
formas matemadticamente diferentes, aunque conservando cier-
tas propiedades relevantes. Tanto si tales alternativas son com-
patibles como si no, escogeremos la que queramos, atendiendo
a criterios generales de conveniencia, simplicidad, fecundidad,
ete.

Desde luego ello exige la aplicacién de un criterio con res-
pecto a nuestras elecciones, pero eso no tiene nada que ver con
el platonismo, ni constituye un problema particularmente on-
tolégico. La prueba estd en que Russell continué defendiendo
la misma construccién global de los niimeros en los Principia
Mathematica cuando, sin embargo, su platonismo se habfa que-
dado ya en el camino y hab{a sido sustituido por toda una teoria
de los simbolos incompletos, que comenzé con las descripcio-
nes pero alcanzd a las clases, las relaciones, los niimeros y to-
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dos los demas objetos de la matematica y la fisica. Y, lo que es
mds curioso, su famosa reduccién 16gica del ndmero tuvo lugar
ya en 1903a, cuando su platonismo era de lo méas exuberante,
sin que ello sirviese para que el propio estatus ontolégico del
nidmero sufriese ningin menoscabo. El tema de la eliminaci6n,
desde este punto de vista, es un tema relativo a la construccién
dada, y en ello la postura de Quine parece irrebatible. Asi, los
problemas ontol6gicos tienen més que ver con criterios episte-
moldgicos, que eran los que, en definitiva, tanto Russell como
Frege pretendian aplicar en su versién del logicismo. En ella,
precisamente para reforzar la verdad de la aritmética, y por
tanto, también su ontologia, convenia reformular las proposi-
ciones en términos légicos, supuestamente mas seguros desde
el punto de vista epistemoldgico. Pero ello exigia una teoria
de la intuicién, que debe, por tanto, tenerse en cuenta, y no
simplemente dejarse de lado, como hace Benacerraf.

En una palabra: sin una teoria general de la construccién
légica, o de la definicién constructiva, como yo prefiero lla-
marla, no es posible resolver el problema de la reduccién y la
eliminacién; es decir, no es posible elegir, con sentido, en la
polémica. De ahi que reprochase yo a Benacerraf tal caren-
cia fundamental. Y ya hemos visto que para desarrollar esa
teoria general hay que tener en cuenta criterios pragméticos,
asi como epistemoldgicos. También Russell disponia de esa
teoria general: siempre que sea posible sustitiiyanse meras in-
ferencias por construcciones légicas realizadas con materiales
mds seguros. Es cierto que semejante teoria dependia en buena
medida de una epistemologia fundacionalista, pero es aplica-
ble también con criterios mds pragmaéticos. Y no cabe decir,
como sin embargo suele hacerse, que semejante teorfa de la
construccién era aplicable sélo a la construccién del mundo
externo. Como he demostrado en otros lugares,?® fue siste-
mdticamente aplicada a la construccién logicista de la mate-

26 Véase mis 1987a y 1991a, capitulo 5.
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mética, como puede comprobarse precisamente en lo que
histéricamente fue su origen: la distincién entre definiciones
matemaéticas y definiciones filos6ficas. Termino esta seccién re-
cordando un olvidado pasaje de Couturat sobre la definicién
cantoriana de la continuidad, en el que veo uno de los prece-
dentes de la teorfa general russelliana (1896a, p. 653):

Como la mayor parte de las definiciones matemaéticas, puede ser
considerada como la definicién de una idea o como la definicién
de un término. Desde el punto de vista estrictamente cientifico
es una definicién de término, pues un concepto no existe, en
matemaéticas, mas que cuando se introduce una definicién clara
y rigurosa. Desde el punto de vista filoséfico, al contrario es
una definicién de idea, pues es incontestable que todos dispo-
nemos de la idea de continuidad, bajo una forma instintiva y
esponténea, por mds que confusa y vaga, que una definicién ma-
tematica puede sin dudar precisar, pero no crear completamente.
Desde el primer punto de vista, que es el de la légica pura, la
definicién del continuo es esencialmente arbitraria, y por tanto
tan legitima como cualquier otra. Desde el segundo punto de
vista, que es el de la critica , la definicién del continuo puede
ser mis o menos valiosa, seglin que exprese, de manera més o
menos completa, la idea racional de continuidad, de la que no
es méas que la traduceién matematica. Es pues en este segundo
punto de vista que es necesario situarse para apreciar lo justo y
valioso de esta definicién.

7. A modo de conclusién: estructuralismo y platonismo

El problema ontolégico de los niimeros es mucho més amplio
de lo que mis limitados objetivos en este trabajo me han permi-
tido examinar. He dejado sin utilizar trabajos relevantes (como
White, 1974a; Hodes, 1984a o Wright, 1984a) e incluso li-
bros dedicados a alternativas de caracter global en este campo
(como Kitcher, 1978a y Field, 1984a). El tema no parece
tener fin y sin descanso se dedican articulos a dar nuevas
explicaciones de lo que los nimeros “son” realmente; por
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ejemplo cualidades (Seidel, 1984a), objetos fisicos concretos
(Zemach, 1987a), propiedades de propiedades (Foster y Arm-
strong, 1987a), o exponentes de operaciones (Hand, 1989a).2’
Pero hay un nuevo movimiento estratégico en filosofia de la ma-
temética que pretende sustituir, en cierto sentido, los nimeros
—e incluso todos los objetos matematicos— por estructuras,
como ya estaba mds o menos sugerido por Benacerraf. Voy a
terminar con algunas especulaciones sobre esa idea, aunque
limitadas ya a abrir algunas vias de reflexién que deberén, en
todo caso, ser completadas en un nuevo trabajo.

Estoy hablando del llamado “estructuralismo” -—especial-
mente en su vertiente ontolégica— tal y como lo entienden,
por ejemplo, autores como Resnik (1981a, 1988a) y Shapiro
(1983a, 1989a). Su idea central es que los objetos o entidades
matemdticos (aquello que denotan las constantes matematicas
y los cuantificadores) no son més que “puntos sin estructura”,
o “posiciones en una estructura o patrén”. Veo con simpatia la
nueva corriente, en la medida en que pretende mantenerse a
un nivel de abstraccién sumamente general, pero creo perci-
bir en ella ambigiiedades parecidas a las que he ido sefialando
en secciones anteriores. Principalmente el que parezca ser sélo
una generalizacién del punto de vista de Benacerraf, que, como
hemos visto en detalle, no es sino la opcién ordinalista tradi-
cional. Sin embargo, aunque sus defensores reconocen el nexo
con Benacerraf, no hallo en ellos muestra alguna de la conexién
histérica con los autores que he estudiado en la seccién ante-
rior.2® Por otra parte, me parece que la sustitucién de las es-

2T Valga en mi descargo la prolificidad con que se desarrolla en estos
momentos la filosofia de la matemaética, sobre todo en Estados Unidos. Para
una muestra de ello basta con echar una ojeada a la bibliograffa del articulo
expositivo (Maddy, 1989a).

28 Para colmo, hallo un autor que no mencionan, hasta donde sé, los
estructuralistas, que ya habfa formulado anteriormente la tesis de un trabajo
—-incluso hablando de patterns— y la habfa generalizado remitiéndo a la
teoria de categorias: Sapojnikoff, 1969a.
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tructuras por patrones no es sino un recurso para mejorar las
connotaciones epistemolégicas del término, sin afiadir mucha
claridad a la idea central.

Sin embargo, la dificultad principal que veo en el estructu-
ralismo es que da a entender que al definirse los objetos como
meros “lugares” en las estructuras, son éstas las que vienen
a “definir” a aquéllos. Eso es como decir que son las estruc-
turas mismas las que han de convertirse en objeto de estudio
dnico de la matemética, que es una tesis bastande antigua, al
menos desde Bourbaki (1948a), y que deriva, como es sabido,
del desarrollo del método axiomético de Hilbert (véase p. ej.
Dieudonné, 1939a). Ademds, tal como la tesis suele ser defen-
dida, da la impresién de que los estructuralistas admiten que
los objetos nos son dados efectivamente con sus estructuras, y
ello presenta muchos problemas; por ejemplo: éson, entonces,
definidos implicitamente por ellas?, épuede un objeto formar
parte de varias estructuras diferentes e incompatibles?, ésigni-
fica la tesis central que las estructuras determinan su campo?
Algunas de las respuestas a estas preguntas nos llevarian au-
toméiticamente a viejas polémicas acerca de los términos y las
relaciones, que se retomarian hasta Russell y Bradley, como la
de si podemos definir términos sin relaciones (y viceversa), si
las relaciones determinan su campo (pero no a la inversa), o si
podemos ver las relaciones como objetos sin paradoja.”®

El problema tiene también otras ramificaciones, derivadas
principalmente del uso poco claro que se suele hacer de térmi-
nos como teorfa, estructura, sistema y modelo, sin articularlos
debidamente y eliminar lo que parecen redundancias, lo cual

2% En todo caso, es sabido que para Bourbaki los objetos no nos son
dados en ningiin caso por sus estructuras, aunque supongo que ello se man-
tiene principalmente para cerrar el paso a ciertos accesos epistemolégicos,
al estilo de Russell. Quine estarfa, en estas polémicas, mds del lado de
Russell, al menos cuando critica con energfa la moda actual de la teorfa
de modelos de describir éstos como un par ordenado de un dominio y una
relacién; segiin él el dominio es innecesario ya que la relacién lo determina.
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se agrava al hablar a menudo de estructuras “abstractas” sin la
debida explicacién.®® Lo razonable parece ser que una teorfa
es el estudio de la estructura de un sistema, con lo que una
estructura serfa lo que tienen en comiin varios sistemas. Pero
entonces un modelo serfa tanto un sistema como una estruc-
tura, y eso dejando del lado las dificultades de los modelos
matematicos, icénicos, fisicos, etc.3! Ademés, se suele descri-
bir tanto un sistema como una estructura a través de un cierto
dominio afectado por una cierta relacién (o funcién), con lo
que la posible distincién entre ellos se oscurece, por mucho
que especifiquemos el dominio.?? Para colmo, la distincién sis-
tema/ estructura es en si misma relativa: “muchas estructuras
son ejemplificadas por sistemas cuyos ‘objetos’ son lugares en
otras estructuras. Ademéas, mucho de lo que se escribe sobre es-
tructuralismo (incluyendo este articulo) habla de las relaciones
entre estructuras; asf, si el estructuralismo ha de aplicarse a su
propia literatura, hay sistemas cuyos lugares son ellos mismos
estructuras” (Shapiro, 1989a, p. 45).

Quiza el problema radique en que actualmente no hay mds
alternativa que la conjuntista a la hora de fundamentar la ma-
temdtica, o, en un sentido mas humilde, de clarificar sus ob-
jetos. Asf por ejemplo, el intento més sistemético que conozco
de definir un sistema termina, algo decepcionantemente, pro-
poniendo una definicién conjuntista que no es esencialmente
diferente de la tradicional en términos de un conjunto de ele-
mentos bajo ciertas relaciones (Marchal, 1975a). Pero que la
costumbre sea el presuponer el contexto conjuntista quizd os-
curezca otras alternativas, tal vez mds proclives a desarrollar
una filosofia mas esperanzadora. Ello tendria sin duda el efecto
de no presuponer sisteméticamente que toda nocién matema-
tica es dudosa mientras no se dé de ella una traduccién rigu-

30 Un primer intento de aclarar esto tltimo es Pollard (1987a).
31 He tratado de aclarar algunas de estas nociones en mi 1989a.

32 Véase la nota 29 para las ulteriores dificultades implicitas en ello.

71



rosa en términos conjuntistas, lo que podria ser nada més que
un prejuicio.*

Si a esto afiadimos las inevitables dificultades contenidas
en el hecho de que las teorfas interesantes en matemaéticas
son teorias axiométicas, entonces hemos de admitir, ademds,
el fen6meno de los modelos no estdndar . Asi, todavia est4 me-
nos claro qué es un modelo de una teoria axiomatica, o dicho en
otros términos, qué es un objeto matematico, considerado como
modelo seméntico, en funcién de un sistema axiomético, consi-
derado como modelo sintictico. No se trata s6lo de una cuestién
de claridad o de método, sino de fondo. Hablar del polimor-
fismo de varios sistemas axiométicos para un “mismo” sistema
(o teorfa), junto a la posibilidad de modelos no estdndar para
una misma teorfa, significa, entre otras muchas cosas, negar
definitivamente cualquier posibilidad de esperar que las nocio-
nes asociadas a cierto sistema nos sean dadas por un sistema
axiomdtico determinado. Si ello exige o no el recurso a la in-
tuici6n directa —pre-axiomatica-— de los objetos matematicos,
como no parece descaminado decir,>* entonces quizé no quepa
ninguna ontologia en matemaética sin la correspondiente epis-
temologia. En todo caso no cabe duda de que semejante si-
tuacidn esta llevando a la venerable especialidad de los fun-
damentos de la matemética a una especie de relativismo donde
los conceptos se suponen como dados y donde el tratar de afinar
nuestra comprensién de ellos parece ser todo lo que podemos
esperar .3

Si echamos una ojeada a lo que los filésofos nos dicen sobre
tales problemas no encontramos, creo yo, mucha més clarifica-
cién. Supongamos, como sugirié6 Putnam (1967a, p. 379 ss.),>®

33 Véase en este sentido, las observaciones de Goodman (1984,
p. 30 ss.).

34 Rota et al., 1988a lo defienden asf.
35 Feferman (1985a) expone una visién de tales caracterfsticas.

36 La sugerencia de Putnam estaba destinada a interpretar el logicismo,
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que entendemos la matematica desde el punto de vista si-en-
toncista, en el sentido de estar destinada meramente a probar
que si existe una estructura que cumple tales axiomas, enton-
ces esa estructura cumple tales y cuales teoremas. Ya he consi-
derado esa posibilidad al tratar de las objeciones de Steiner a
Benacerraf (seccién 4). Alli veiamos que inmediatamente apa-
rece el problema de la existencia, que, si bien no es vital para
la comprensién de la tesis misma, si lo puede ser de cara a
sus aplicaciones. Pero ahora, interpretada como tesis general,
se presenta la dificultad de los modelos no estdndar. Putnam
ha sugerido que la misma nocién de modelo estdndar deberia
entenderse siempre como precisable sélo como relacién en-
tre modelos, en el sentido de que un modelo estdndar de, por
ejemplo, la aritmética de Peano, no podria fijarse salvo rela-
tivamente a otro modelo, mds bien que escogiendo arbitraria-
mente (empiricamente) un sistema cualquiera como el modelo
estandar. Si ello es cierto, entonces un nuevo relativismo nos
invade y perdemos toda posibilidad de considerar la estructura
originaria como definidora de la clase de modelos que nos inte-
resan, o incluso de entenderla como un modelo matemético en
si misma, salvo en el sentido técnico en que ello es innegable.

Consideraciones parecidas llevaron a Dummett (1963a) a
rechazar incluso la nocién de modelo semantico, salvo en el
sentido relativo de algo dependiente de una descripcion deter-
minada, es decir, de un sistema concreto. Asi, no deberiamos
decir que el teorema de Gidel ha mostrado que, si bien po-
seemos el concepto de niimero natural, ninguna descripcién
finita de él logra dar cuenta completa de su estructura. Para
Dummett eso es aplicar la nocién de modelo de una manera
incomprensible, pues si no podemos dar una caracterizacién
completa de un modelo para la teorfa de niimeros, entonces no

pero aquf me interesa sélo en un sentido més general. Para un estudio de
los problemas a los que da lugar en relacién con el logicismo tradicional,
véase Musgrave (1977a). Por mi parte, he estudiado su posible relacién con
el logicismo russelliano en mi 1990a.
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hay ningiin otro modo de llegar completamente a su estructura.
Asf, la conclusién habitual de que existe un modelo estandar de
los ndmeros naturales en nuestra mente, a pesar de nuestra in-
capacidad de caracterizarlo completamente de manera formal,
es errénea (ibid., p. 193):

Mi argumento ha sido, no que haya tal modelo estidndar, atin me-
nos que exista alguna incertidumbre sobre qué objetos particula-
res reconoceremos como niimeros naturales, sino que la nocién
de “modelo” aqui usada es incoherente. Dentro de cualquier
marco que haga posible el hablar coherentemente sobre mode-
los para un sistema de la teorfa de nimeros, serd desde luego
correcto decir que hay sélo un modelo estindar, y no muchos
modelos no estandar; pero puesto que ese marco dentro del que
modelo para los niimeros naturales puede describirse envolvera
él mismo o la nocién de “nidmero natural” o alguna nocién equi-
valente o mas fuerte como la de “conjunto”, la nocién de modelo,
cuando se usa legitimamente, no puede servir para explicar lo
que es conocer el significado de la expresién “niimero natural”.

Como es sabido, Dummett ha concluido de aqui que la no-
ci6n de nimero natural es inherentemente vaga y cualquier
caracterizaci6n de ella envuelve una cierta extensibilidad inde-
finida que hace imposible apresarla completamente. Pero a m{
me interesa mds la leccién que cabe extraer de las dificultades
que su tesis arroja sobre las nociones de modelo y estructura,
tal como €l mismo se encargé de hacerlo en un trabajo poste-
rior.

En efecto, en su 1967a Dummett insistié en la misma idea:
decir que no podemos comunicar inequivocamente nuestra in-
tuicién de los ntimeros naturales por medio de un sistema for-
mal seria aceptable si tuviésemos otra manera de comunicarla,
lo cual no sucede.}” Las consecuencias vuelven a ser fatales

37 Tampoco servirfa el principio de induccién matemética de segundo
orden puesto que entonces tendrfamos, a su vez, que formalizarlo, y cual-
quier formalizacién en la 16gica de segundo orden poseerfa también inter-
pretaciones no estindares (Dummett, 1967a, p. 210).
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para la nocién platénica de modelo. En efecto, tendemos a in-
terpretar la completud de un sistema formal para la aritmética
en términos de modelos no estdndar, lo que para el platénico
significaria que el sistema formal falla en capturar nuestra in-
tuicién de esa estructura, permitiendo otras interpretaciones

(ibid., pp. 210-211):

Pero puesto que no podemos construir un sistema formal que no
permita lales interpretaciones diversas, llegamos al dilema de
que somos incapaces de estar seguros de si aquello a lo que al-
guien se refiere como el modelo estidndar es realmente isomorfo
con el modelo estandar que nosotros tenemos en mente. Este
es el resultado de concebir un modelo como algo que aprehen-
demos intuitivamente, y por referencia a lo cual podemos in-
terpretar un conjunto de férmulas de la légica de predicados.
Cuando méds empleamos esta concepcién, mis estamos forzados
a oscilar entre el hecho de que no podemos encontrar ningiin
método que transmita univocamente lo que constituye el modelo
estdndar que tenemos en mente, y el hecho de que no haya nada
en la prictica que pueda identificarse con seguridad sobre si un
objeto matematico dado es o no un niimero natural. Estos dos
hechos se combinan para hacer que nos refugiemos en el mito
de la intuicién inefable del modelo estandar, trascendiendo la
descripcién y liberdndonos de la vaguedad que tiene cada des-
cripcién.

Y asi volvemos a lo dicho més arriba: no podemos describir
un modelo no estdndar de la aritmética sin hacerlo como tal,
lo cual se deriva de que para describir un modelo para el sis-
tema necesitamos hacer ya uso de la nocién de nimero natural,
que garantiza nuestra intuicién de lo infinitamente numeroso.
Resumiendo: no podemos concebir un modelo salvo mediante
alguna descripcién particular de él. Si corregimos un poco las
ambigiiedades del lenguaje de Dummett, que usa algo alegre-
mente los términos estructura, sistema y modelo, lo que pode-
mos concluir de aqui es que ninguna estructura es concebible
salvo a través de un sistema particular, y eso se parece mucho a
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la tesis de que al universal llegamos sélo a través de algiin parti-
cular. Si tenemos en cuenia que algunos estructuralistas (p. €j.
Shapiro) tienden a interpretar las estructuras como universales,
la conclusién relativista y escéptica esté servida, bastante lejos
ya de cualquier platonismo.?®

Pero Dummett ha llevado mas lejos sus conclusiones, incluso
hasta involucrar a Frege en sus tendencias constructivistas y, de
paso, a arrojar luz sobre la relacién misma entre objetos y pro-
posiciones en la defensa del logicismo clasico (o “veritativo”,
como podriamos llamarlo): “si la existencia de los referentes
de los términos matemaéticos depende de la legitima provisién
previa de determinadas condiciones de verdad para los enun-
ciados que los contienen, la forma de estipular aquellas condi-
ciones de verdad no puede sin circularidad presuponer a su vez
que sabemos lo que son los objetos asi referidos o lo que signi-
fica que un término arbitrario denote [stand for] uno de ellos”
(1967a, p. 213). Es decir, no podriamos especificar tranqui-
lamente las condiciones de verdad para los enunciados de un
lenguaje dado, entendiendo por ello que cierto dominio de obje-
tos nos es dado primeramente y que conocemos las condiciones
bajo las cuales las variables denotan los objetos. Deberfamos
ser capaces, primero, de saber qué procesos tienen lugar con
objeto se asignar un término a un objeto particular del dominio,
asf como qué condiciones hacen posible que los enunciados
que contengan ese término sean verdaderos o falsos.

Ello, si he entendido bien a Dummett, tendria como con-
secuencia que o bien adoptamos una estrategia plenamente
constructivista, que garantice plenamente de qué estamos ha-
blando, o bien aceptamos el escepticismo total sobre los objetos
de nuestras teorias. Con ello la relatividad ontolégica de Quine
vendria a ser el Escila y el intuicionismo el Caribdis; lo que, en
lo tocante a nuestra posibilidad de determinar estructuras in-

38 Hunter (1980a) cree poder mostrar, con desigual fortuna por cierto,
que los argumentos de Dummett sobre los niimeros no son convincentes.
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teresantes, significaria el fracaso total. Y lo seria precisamente
porque no podriamos saber qué determina qué: si los objetos
a las estructuras o éstas a sus objetos. Con ello vendriamos a
caer en el mismo problema que sefaldbamos mas arriba: el
de la vieja dificultad de saber si son los términos los que de-
terminan sus relaciones o éstas a aquéllos. Lo que, como ya
he sefialado mds de una vez, conecta de forma natural con el
problema de la caracterizacién univoca de las entidades.

Si dudamos incluso acerca de qué es un término (un objeto)
y qué es una relacién, entonces nos serd dificil digerir, desde
el punto de vista filoséfico, el hecho de que todas las carac-
terizaciones conocidas de nociones como las de relacién, pro-
piedad, funcién, clase, e incluso proposicién, sean relativas y
a menudo interdefinibles.>® Asi, el problema de fondo del po-
limorfismo conjuntista (o cualquier otro) no es muy distinto de
otros problemas similares: en realidad todos ellos parecen su-
gerir que nuestra caracterizacién de los objetos no es mas que
algo relativo a una teoria, asi que las conclusiones quineanas
relativistas y holistas no deben ser muy exageradas.*® Yo no sé
si eso ha de dar pie o no a un cierto escepticismo, que sin duda
tendria un estrecho nexo con el relativismo que ya defendié
Skolem, pero parece estar contribuyendo a ver la matemaética
bajo una luz dominada por la incertidumbre.*!

3% En mi 1991a, capitulo 3, he mostrado cé6mo Peano manejaba sin mu-
chos problemas tales fenémenos relativistas. Para un sorprendente intento
de mostrar que también las relaciones pueden reducirse a propiedades,
siguiendo a Leibniz, véase Royse (19804).

40 El ejemplo del par ordenado es muy significativo desde el punto
de vista de las muchas reducciones conjuntistas propuestas; véase Quine
(1960a y 1966a), asf como mi estudio citado en la nota 1, aunque segiin
Dipert (1982a) ninguna de las reducciones propuestas parece satisfactoria
desde el punto de vista de una teorfa global de las relaciones.

41 No por casualidad Benacerraf parece haber llevado su relativismo
hasta posiciones escépticas en su 1985a. Sobre la “incertidumbre” de la
matematica véase mi 1989a.

77



Desde este punto de vista me sorprende que, por lo que sé,
los estructuralistas no concluyan viendo las estructuras, no sélo
como el objeto de la matematica que al fin y al cabo es algo ya
antiguo, sino como los objetos mismos de sus operaciones y
sus transformaciones, como parece que se infiere de la teoria
de las categorfas.*? Sin embargo, hay una propuesta concreta
para una salida del estructuralismo en esa direccién, aunque
formulada antes de la aparicién del propio estructuralismo (al
menos en su sentido actual). Asi, entendiendo una categoria
como compuesta de objetos, que serian conjuntos con una es-
tructura en particular, y morfismos, que serian funciones que
preservan la estructura, podriamos suscribir lo siguiente (Spoj-

nikoff, 1969a):

Una categoria, pues, unifica todas las manifestaciones de un tipo
particular de estructura y aporta un formalismo conveniente para
estudiar los patrones en esa estructura —y, desde luego, la es-
tructura de ese patrén— mediante la investigacién de los di-
versos ejemplos de objetos y morfismos dentro de la categorfa.
Este anélisis constituye la teorfa de esa estructura. Dentro de
una categorfa se investiga de nuevo acerca de aquellos patro-
nes que pueden surgir como teoremas y técnicas que revelen
caracteristicas de la estructura. Siguiendo nuestra metodologia,
primero se tratarfa de descubrir los “ejemplos atémicos” de ob-
jetos y morfismos en la categorfa: los ladrillos mas simples y
genéricos de los que la mayor (o una gran) parte de la categoria
puede construirse mediante procesos convenientes de mezcla
y vinculacién. Este andlisis de una categoria lleva a la formu-
lacién de “invariantes” que caractericen los 4tomos y al estudio
de cémo los invariantes son afectados por el proceso de cons-
truccién. Asi, de nuevo, se estan buscando patrones que puedan
exhibirse mediante los invariantes, y que permitan su determi-
nacién y anélisis.

42 También es sorprendente que los estructuralistas no parezcan tener
interés en las posibilidades del estructuralismo de Sneed, Stegmiiller y
compafifa. Maxime cuando uno de sus representantes ha tratado de ampliar
su conocido enfoque a la misma aritmética: Balzer 1979a.
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El problema de semejante estrategia estaria en que el estruc-
turalismo, como filosofia de la matemadtica, desaparecerfa pa-
sando a ser un nombre innecesario para el lenguaje, el de las
categorfas, ya establecido en matemaéticas. Y desde el punto
de vista funcionalista ello llevaria a plantear el problema di-
rectamente en términos de la propia teoria de categorfas. Por
lo que sé, no parece que esta teorfa pueda presentarse, sin més,
como un nuevo fundamento de la matemaética, al menos no si es
vista como algo completamente independiente de la teoria de
conjuntos, a pesar de que sea lo suficientemente potente como
para definir sus nociones bésicas (Bell, 1981a). Quiz4 sea tem-
prano para saberlo. En todo caso, incluso si la aceptdramos
como nueva filosoffa, también tendriamos que enfrentarnos a
un nuevo relativismo, estrechamente emparentado con los de
Quine y Skolem, pues la caracterizacién de un concepto ma-
temdtico en términos de lenguaje de categorias puede deter-
minarse sélo en relacién con una categoria que sirva de con-
texto, la cual puede variar (Bell, 1986a, p. 411). Llegamos,
asf, a un relativismo final, que parece destinado a convertir la
matematica en una especie de reinos de taifas, donde los con-
ceptos sélo tengan valor local, algo ya muy lejano del ideal del
absolutismo que reiné durante siglos. En semejante contexto
el polimorfismo conjuntista tan destacado por Benacerraf no es
més que un pequeiio grano de arena perdido en una inmensa

playa.
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SUMMARY

Introduction. This paper is principally a critical exposition of the
celebrated article by Benacerraf, indicating briefly its antecedents,
emphasizing its accomplishments, problems and basic insufficien-
cies, followed by an evaluation of the main criticisms to which Bena-
cerraf’s article has been subjected, as well as a study of the historical
framework in which a new global criticism is meaningful. The paper
ends with the examination of a possible connection with the struc-
turalist philosophy of mathematics, which is in part inspired by the
work of Benacerraf.

Mathematical reduction according to Benacerraf (sections 2 and
3). It is here shown that the fundamental “objective” antecedents
to Benacerraf’s work are Quine, along with Parsons, and the nomi-
nalism of Goddard; and some important differences are also point-
ed out. Discussed is Benacerraf’s rejection of the identification of
numbers and objects, and its substitution by progressions in the
framework of the typically Quinean argument of set polymorphism,
as well as his difficult theory of identity, all of which without a clearly
relativist ontological context. His reduction of numbers to positions
in a progression is situated in the now old debate between the car-
dinal and the ordinal, and is a step in the direction of the nascent
structuralism, although it lacks sufficient justification.

Some criticisms (sections 4 and 5). An evaluative study is made of
the criticisms that seem to me most accurate, or the most revealing
of underlying problems. Reviewed are the most relevant among such
criticisms in the literature: Steiner, Resnik, Maddy, Wright, and Hale
along with others of the enormous quantity of articles discussing this
topic that have appeared over the last twenty years. Common lines
are traced out, and some possible defenses of Benacerraf are indicat-
ed, although again the weaknesses of his position are pointed out,
weaknesses stemming from its unresolved problems (the historical
framework, the ill-defined ontology, the nascent structuralism, etc.).

Essential criticisms (section 6). Beginning with the problem of
counting, the axis of Benacerraf’s work, an historical excursion is
presented, in which it is shown that the problem pointed out above
(cardinal versus ordinal) can be seen as the center of the indicated
difficulties. The theory of Dedekind-Peano is compared with that of
Cantor, and the epistemological and constructive advantages of the
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latter are noted. It is shown how positions very similar to Benacer-
raf’s were already held by Cassirer and Weyl (without mentioning
Berkeley!); meanwhile, the Cantorian approach of Couturat and Rus-
sell is shown to be superior, at least from the point of view of a global
conception. Finally, the connection between constructions and poly-
morphism —a problem shared by logic, mathematics and physics—
is pointed out.

The structuralist tendency and platonism (section 7). The anteced-
ents of the structuralism of Resnik and Shapiro are traced to Bena-
cerraf himself —and the historical trace is further extended back to
the ordinalists, Bourbaki and Quine— in the hope of shedding light
on the basic problem: the supposed antithesis between terms and
relations (already familiar in Bradley and Russell). Further, I suggest
and examine a parallelism with the relativism of mathematical enti-
ties such as this appears after the limitations of (at least first order)
axiomatization. The paper ends making a connection of the subject
with the theory of categories, which, surprisingly, still has not been
considered by the structuralist, despite the fact that it is quite clearly
a natural extension of the structuralist point of view.

[Traduccion de Rail Orayen y Mark Rollins]
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