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1. Introduccion

El método de Beth, conocido como el método de las ta-
blas seménticas,! permite la demostraciéon del teorema de
satisfaccion cuya formulacion puede ser la siguiente:

St I' es un conjunto consistente de sentencias de primer
orden, entonces I' es satisfacible en un universo finito o
infinito numerable.

A partir de este resultado, Henkin? demuestra la com-
pletitud de la l6gica de predicados de primer orden y sefiala
que el método tiene aplicacion en el estudio de logica de
orden superior. Es decir, este resultado puede ser extendido
a logicas superiores, en particular a la de segundo orden,
de modo que de éstas, aunque con ciertas restricciones, se
puede probar alguna forma de completitud.

* Subvencionado parcialmente por el Proyecto de Investigacién
PB96-1301-C05-03 del Ministerio Espafiol de Educacion y Cultura.

! También llamado de los arboles semanticos, por la presentacion
arborea invertida que se puede hacer al construirlas. Usaremos ambos
apelativos indistintamente.

2 Véase Henkin (1949) y Henkin (1950).
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Esquematicamente, el método de la prueba de este teo-
rema, para primer orden, consiste en la extension de I' a un
conjunto I, tal que sea maximamente consistente —incluir
una nueva formula lo haria inconsistente— y ejemplificado
—si una formula del tipo Jxp € I, entonces ¢(b/x)3c T
contiene alguna instancia de la matriz para un parametro
(constante individual) del lenguaje. Se define ademéas una
estructura interpretativa para dicho conjunto extendido,
cuyo universo de discurso es el de ciertas clases de equi-
valencia de parametros, por lo que es finito o, a lo sumo,
numerable; se prueba que dicha estructura satisface todas
las sentencias de I',, y, en consecuencia, también satisface
las del conjunto inicial T'.

La completitud resulta entonces ser un corolario del teo-
rema de satisfaccion: si I' = ¢, entonces I' U {—¢} es no
satisfacible, y por contraposicion, I' U {—p} es no consis-
tente y, en consecuencia, ' = .

Aunque el método de arboles semanticos tiene algunos
antecedentes, como, por ejemplo en Herbrand, fue elabo-
rado por Beth, quien en 1955* ide6 una prueba del mismo
teorema de satisfaccion y, por lo tanto, de la completitud
de la logica de predicados de primer orden, que tiene sobre
el método de Henkin la ventaja de ser mas econémica.

Para la nueva demostracion se definen los drboles de
Beth y se prueba que si [ es satisfacible, entonces el arbol
de Beth de I es abierto; en segundo lugar, se prueba que
si el arbol de Beth de I' es cerrado, entonces I' es no
consistente. De esto ultimo se sigue, por contraposicion,
que si [' es consistente, entonces el arbol semantico de
Beth de I' no es cerrado (es abierto). En tercer lugar, se

3 Sustituciéon de x por b en ¢, segin se define mas adelante.

* Beth (1955); hay una versién en espaiiol en Cuadernos Teorema,
no. 18.
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prueba que si el arbol de Beth de I' no es cerrado, entonces
I" es satisfacible en un universo finito o infinito numerable.

El dltimo resultado junto con el anterior constituyen
una version del teorema de satisfaccidon, y su prueba es
muy similar a la de Henkin: a partir de las sentencias
de cualquiera de las ramas del arbol que haya quedado
abierta se define una estructura interpretativa y se prueba
que la misma satisface todas las sentencias de las ramas en
cuestion.

Se advierte, pues, una indudable utilidad del método en
logica de predicados de primer orden. ;Es asimismo aplica-
ble en logica de predicados de orden superior, en particular,
en la de segundo orden? Si para comprender mejor la natu-
raleza de la cuantificacion hemos de afrontar los problemas
que ésta suscita cuando se extiende a variables de predi-
cado, tratandose de un asunto nada trivial, la respuesta a
dicha cuestion no puede ser una espontanea afirmacion de
que tal método seria aplicable, mutatis mutandi, a orden
superior; como tampoco una apresurada negativa dada la
incompletitud esencial de la logica de segundo orden.

En este trabajo presentamos el procedimiento de tablas
semanticas de Beth (y alguna modificacion del mismo) en
primer orden. A continuaciéon se describe brevemente un
lenguaje formal de segundo orden, destacando ciertas cla-
ses de formulas. En el apartado subsiguiente se trabaja con
tablas aplicadas a (matrices de) sentencias de estas clases,
definiendo reglas adicionales para tratar una de las clases en
cuestion. Por tltimo, se presenta una serie de observacio-
nes sobre estas aplicaciones. A lo largo del texto aparecen
los teoremas (y un lema) que hemos considerado relevan-
tes; sus demostraciones se incluyen esquematicamente, o se
indica donde pueden hallarse, salvo en el caso del teorema
9 y el lema necesario para probarlo, las cuales (y las defi-
niciones necesarias), por su extension, se han desarrollado
en un apéndice.
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2. Reglas de formacién de drboles de primer orden

Se han de especificar las nociones necesarias para las tablas
semanticas de primer orden. A estos efectos, hacemos uso
de L', un lenguaje formal de primer orden sin identidad ni
functores y con constantes individuales y predicativas (de-
nominados pardmetros y relatores, respectivamente). Un
drbol de Beth de sentencias es un conjunto de sucesiones
de sentencias de L1; estas sucesiones se denominan ramas,
generadas a partir de un conjunto no vacio de sentencias de
L' por aplicacién a éstas de las reglas detalladas mas adelan-
te asi como a las sentencias no elementales resultantes. Dis-
puestas sucesivamente las sentencias generadoras (que son
las asunciones iniciales), diremos que no estan convenien-
temente marcadas si no son elementales, constituyendo el
comienzo de una rama; a cada sentencia no elemental no
convenientemente marcada se aplicara la regla correspon-
diente, escribiendo a continuacion las sentencias resultantes
y se marcara con determinado signo logico como subindice
(excepto cuando se trate de un cuantificador, en cuyo caso
se anotaran los parametros utilizados); el proceso se conti-
nta hasta que todas las sentencias no elementales queden
marcadas o aparezca un par de contradiccion, entendiendo
por tal las sentencias elementales 0 y &’ de manera que una
es negacion de la otra.

Sea ¢ una sentencia no elemental no convenientemente
marcada; las reglas se definen en funcion del grado de
complejidad de ¢:

1. si ¢ es m), entonces

(a) si 1) es =3, entonces se afiade [3;

(b) si ¥ es B A7y, entonces se afiade =3 V —;
(c) si ¢ es BV 7, entonces se ailade =3 A —;
(d) si ¢ es B — 7, entonces se afiade A —y;
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(e) si 1) es Jx[3, entonces se afade Vx—[3;
(f) si 1 es Va3, entonces se ailade Jx—[3;

ademéas se marca ¢ con — como subindice.

2. Si ¢ es 1 A (3, entonces se afladen consecutivamente
¥y (3, y se marca ¢ con A.

3. Si ¢ es YV 3, entonces se abren dos subramas, una
con 1 y otra con (3, se marca ¢ con V, y decimos que
@ es un punto de bifurcacion.

4. Si ¢ es 1) — 3, entonces se abren dos subramas, una
con —p y otra con [3, se marca ¢ con —, y, asimismo,
decimos que ¢ es un punto de bifurcacion.

5. Si ¢ es Jx1h, entonces se afiade 1(by41/x), siendo
bp+1 el parametro de menor subindice que no ocurria
antes en la rama (es decir, inicamente ocurrian b;,
para ¢ < k), y se marca ¢ con dicho parametro.

6. Si @ es Va1h, entonces se afiaden (b1 /x), ¥(bo/x),. . .,
(b, /x), siendo by, ..., b, todos los parametros que
ocurren en féormulas de la rama.

Cuando en una rama aparece un par de contradiccion
—en cuyo caso se detiene el proceso, como se ha indica-
do— se dice que tal rama es cerrada. Una rama esta aca-
bada si es cerrada o, en otro caso, si todas sus féormulas
no elementales estan convenientemente marcadas. Un ar-
bol es cerrado cuando todas sus ramas son cerradas. Un
arbol esta acabado cuando todas sus ramas estan acabadas.
La propiedad fundamental de los arboles seméanticos se ex-
presa en el siguiente teorema cuya demostracion omitimos
para abreviar.”

> En Beth (1955) aparece la prueba del “teorema de arboles”; una
demostracion del teorema tal como se formula a continuacién, aparece
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Teorema 1: Dados un conjunto I' de sentencias y una
sentencia @ € L', T |= ¢ si y sélo si el arbol de T U{=p}
es cerrado.

También se puede enunciar diciendo que ¢ es satisfaci-
ble si vy sélo si el arbol de {p} es abierto. A partir de una
rama abierta se define una L'-estructura que satisface todas
las sentencias de la rama en cuestién. Esta L!-estructura
representa una clase de L'-estructuras que satisfacen ¢.

Ademas de los arboles de BETH, tomamos los arboles 3-
modificados® obtenidos mediante una ligera modificacion
de la definicion del arbol respecto de las sentencias a que
dan lugar las formulas de la forma Jxp. Veamos la defini-
cion de la clausula correspondiente en un caso y otro:

1. BETH. Se trata de la regla 5 citada: Si en una rama apa-
rece una formula de la forma Jx1) y esta conveniente-
mente marcada, entonces aparece también (b4 /x),
siendo by, k > 1, el ultimo parametro que ocurria en
la rama (antes de aplicar la regla 5).

2. 3-MODIFICADOS. La anterior regla 5 se reformula de
la siguiente manera: Si ¢ es dx1), entonces se abren
subramas cada una de ellas con (b;/x), para cada
i < k+1, siendo b, £ > 0, el Gltimo parametro

en Nepomuceno (1995), pp. 4549 y 58-60 —para logica proposicional
y para logica de predicados de primer orden, respectivamente.

® Diaz (1993) y Boolos (1984) idearon un tratamiento especial para
formulas que generan arboles infinitos pero que son satisfacibles en
dominios finitos. En Diaz (1993, p. 43) aparece una breve nota acerca
del momento en que aparece tal tratamiento.

En este punto, como en otros a lo largo del trabajo, hemos de
reconocer la deuda contraida con las ideas expuestas en Diaz (1987) y
Diaz (1993) (asi como las incluidas en documentos inéditos del mismo
autor), especialmente las nociones de A-férmulas y las reglas especiales
para determinados lenguajes.
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que ocurria en la rama (antes de la aplicacion de esta
regla) v se marca ¢ con | by |, ..., | by |, bp+1.”

Los arboles obtenidos aplicando esta nueva regla poseen
ciertas ventajas sobre los de Beth. Veamoslo en un senci-
llo ejemplo: Sea la sentencia Vx3yRxy; el arbol de Beth
tendria una Unica rama infinita, pero esta formula es satis-
facible en un universo de un tnico individuo. En el arbol
J-modificado, habria una rama con exactamente las siguien-
tes sentencias:

< VxdyRxy, dyRayy, Raja; >,

la cual permite definir una L'-estructura que satisface todas
las formulas de dicha rama, con tal de que se interpreten
el primer parametro y el relator de la manera adecuada,
aunque también contenga ramas infinitas, como

< Vx3dyRxy, JyRayy, Rajag, dyRayy, Rasag, ... > .

3. Un lenguaje formal de segundo orden

L? es un lenguaje formal de segundo orden obtenido a par-
tir de L', incluyendo variables predicativas y no restrin-
giendo la cuantificacién a las variables individuales. Asi
pues, si ¢ es una férmula de L? y s es una variable de
cualquier tipo (individual o predicativa de cierta aridad),
entonces Jsg, Vs son formulas, y se dice que s es el sufijo
del cuantificador correspondiente. Las formulas de L? que

" De este modo, las marcas | b; |, i < k expresan que se trata de
ramas obtenidas por la nueva regla, mientras que la marca by4+; indica
que se trata de una rama correspondiente a un arbol de Beth.
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carezcan de variables libres seran denominadas sentencias,
como es usual.

Sea ¢ € L?, definimos ¢(r/s), donde s es una variable y
r una variable individual o parametro, si s es individual, o
bien una variable predicativa o relator de la misma aridad
que s, si ésta es predicativa, segtn las clausulas:

1.

Si s no ocurre, o no ocurre libre, en ¢, entonces (r/s)
es .

. Si r es sufijo de un cuantificador bajo cuyo alcance

cae s, entonces p(r/s) es .

En otro caso, ¢(r/s) es la formula resultante de sus-
tituir cada ocurrencia libre de s en ¢ por r.

Para representar la sustitucion en ¢ de s7 y s2 porry y
rg —siempre que sean del tipo correspondiente— se
anotara (ry, r2/s1, s2); en general, para sustitucion de
n > 1 términos, o sustitucién simultanea, la notacién
es

(11, Tn/S1y -+ Sn)-

La seméntica de L? queda establecida de la siguiente
manera: Una L?-estructura viene dada por un dominio o
universo de discurso y una funcién interpretacion:

M =<D,S >,

en donde < representa la denominada funcién interpreta-
cién, definida con dominio en los parametros y relatores y
rango en D (y en los predicados y relaciones definidos en
D) de manera que

1. Para cada parametro b, 3(b) € D.
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2. Para cada relator n-adico R, $(R) € P(D"), para todo
n > 1.

La nocién de satisfaccion y las restantes nociones seman-
ticas (validez en un dominio, validez universal, etc.) son las
usuales. Si € L? es una sentencia M |= ¢ indica que M
satisface dicha sentencia; si I' es un conjunto de sentencias,
I' = ¢ indica que @ es consecuencia logica de T.

Podemos considerar que los relatores de L' son también
relatores de L2. Asimismo, cada formula de L' como una
formula de L2. En general, si p € 2, Xy, ..., X}, son sus
variables predicativas, Rj, ..., R} son relatores tales que
la aridad de R; es la misma que la de X;, para todo ¢ < £,
y se verifica que

©(R1,...,Ry/X1,...,Xp) € LY,

entonces diremos que ¢ es esencialmente de primer orden.

Respecto de formulas de L? en forma prenexa, el teorema
de Zykov establece:

Para toda sentencia @ € L? se puede obtener una sentencia
WY en forma prenexa en la que los cuantificadores predica-
tivos preceden a los cuantificadores individuales, tales que

Eoeoypd

La demostracion requiere la adopcion de la semantica
con axioma de eleccién. Por ahora, probadas una serie de
equivalencias previas, lo que omitimos en aras de la breve-
dad, se obtiene:

8  + 1) se puede considerar abreviatura de (o — V) A (¢ — @)
(de otro modo, facilmente se redefiniria L conteniendo este signo). La
demostracién original de Zykov (1956), es relativa a orden superior;
en Hilbert-Ackermann (1962) aparece un resumen de su adaptacion a
segundo orden.
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Teorema 2: Para toda ¢ € L? se puede hallar una
Jformula 1) en forma prenexa tal que |= ¢ < 1.

La demostracion es analoga a la correspondiente a primer
orden.”. 0.

Definimos las siguientes clases de férmulas:

1. Z(l) = H(l), todas las formulas de L2 que son esencial-
mente de primer orden;

2. paracadan > 1, ) = {3X1,.. ., Xpp : ¢ €
I, m>1},

3.1, ={vX1,..., Xpp:p X m>1}.

Son de cierto interés las clases Z% y H%. En particular,
dadas las formas prenexas de sentencias de L2, nos intere-
san las clases siguientes:

1. Y1 Formulas con prefijo integrado por cuantifica-
dores existenciales con sufijos predicativos y matriz
esencialmente de primer orden;

2. H%. Formulas con prefijo integrado por cuantificado-
res universales con sufijos predicativos y matriz esen-
cialmente de primer orden;

3. inversas de Zykov (IZ). ¢ € IZ si y sblo si ¢ es de
la forma Q1092%, en donde Q) es un prefijo cuanti-
ficacional con sufijos individuales y Qy es un prefijo
cuantificacional con sufijos predicativos, no ocurrien-
do en 1 ningun cuantificador.

Naturalmente no son éstas las tinicas clases posibles de
sentencias de L, pero el estudio de otras no constituye el
objeto del presente trabajo.

 Véase nota precedente
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4. Arboles de primer orden y las clases Z%, M elz

Antes de continuar, necesitamos de algunos resultados de la
logica de primer orden. Decimos que una sentencia ¢ € L'
es n-satisfacible, para n > 1, si y solo si existe M =
< D, > tal que |D| =ny M |= ¢. Por otra parte, deci-
mos que ¢ es n-valida si y solo si para toda L'-estructura
M definida con D como universo de discurso, |D| = n'y
M | .

A partir de estas nociones, se puede probar el siguiente
teorema: '

Teorema 3: Si una sentencia @ € L' es n-satisfacible,
para n > 1, entonces es m-satisfacible, para todo m > n.
St es n-vdlida, entonces es k-vdlida, para todo k < n.

En efecto, sea M = (D, <) tal que |[D| =ny M [ ¢.
Sea D* tal que |D| < |D*| = m y D' C D* tal que |D| =
|D'| = n. Sea f1 una funcién biunivoca de D' en D, aj un
elemento de D’ escogido de una vez por todas. Sea f una
funcion de D* a D tal que para cada a € D*, sia € D/,
entonces f(a)= fi(a) y en caso contrario f(a)= f(a;). La
funciéon f nos permite definir una nueva funcién A, con
dominio en el conjunto de los relatores n-adicos de L'y
rango en P(D*"), seglin la regla:

h(R)={<bi,....by>€ D*":<f(b),....f(by)>€ S(R)}

Entonces, por inducciéon sobre el grado de complejidad
de ¢, se prueba que es definible 3%, tal que para cada
relator R de L', $*(R) = A(R); se obtiene asi M* =
< D*, 3" >, tal que

M = p siy solo si M™ = .
10 Relacionado con los de Lowenheim-Skolem.
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En cuanto a la segunda parte del teorema, sea ¢ una
sentencia n-valida; supongamos que no se verifica que sea
k-valida para cierto k& < n; entonces, por definicion, —¢
seria k-satisfacible, por lo que seria también n-satisfacible,
en contra de la hipétesis inicial. Cl.

Teorema 4: Un conjunto de sentencias I C L' es n-
satisfacible, para un cierto n > 1, si y sélo si el drbol 3-
modificado de I" posee una rama abierta en la que ocurren
s6lo n pardmetros.

La prueba se realiza partiendo de la hipotesis de que
existe M = (D,S) tal que |[D| =n >1y M | ¢, para
cada ¢ € I'. Sea I el conjunto de sentencias obtenido
desde I' al sustituir las distintas constantes individuales
de las sentencias de I' que tengan el mismo valor para la
funciéon & por una de ellas —asi, en I no hay ningtin par
de parametros a y b tales que S(a) = (b). Obviamente, M
satisface cada formula de I''. Entonces, por induccién sobre
el nivel de las sentencias del arbol (ntimero de aplicacion
de las reglas), se demuestra que hay al menos una rama R
no cerrada en la cual ocurren justamente n parametros y
que M’ satisface las sentencias de la rama, siendo M’ tal
que difiere de M a lo sumo en cuanto a los valores para
la funcion interpretacion de los parametros que ocurran en
sentencias de R y que no ocurren en I,

En efecto, en el primer nivel hay una formula que no
constituye un par de contradicciéon con ninguna otra, que-
dando la rama abierta si el arbol estuviera acabado y la
sentencia seria satisfacible en un universo unitario. Como
hipotesis de induccion: en el nivel n existe una rama abier-
ta R en la cual hay k sentencias satisfechas por una M’,
diferente de M a lo sumo respecto de la interpretacion
asignada a los parametros que ocurren en dichas sentencias
y no ocurren en I, Recorriendo las reglas que definen el
arbol, se alcanza el resultado para n + 1 nivel.
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En el otro sentido, si I'* es el conjunto de todas las
formulas de la rama abierta, en la cual ocurren n > 1
parametros, se define una L'-estructura de acuerdo con las
siguientes clausulas:

1. D ={be PAR(L") : b ocurre en alguna 3 € T'*}.
2. §(b) = b, para todo b € D.
3.3(R)={< by,..., b > D¥ : Rby ... b, € T*}.

Facilmente se verifica que esta M =< D, > satisface
todas las sentencias de I, y, por definicién, |D| = n. O

Teorema 5: Un conjunto de sentencias I' C L' es no
satisfacible si y sélo si el drbol de Beth de I" es cerrado.

La demostracion se basa en el resultado de que en ca-
da rama es definible una L'-estructura que satisface todas
las féormulas de la rama. Si todas las ramas son cerradas,
entonces en todas ocurren pares de contradiccion y cada
L'-estructura definida a partir de las ramas habria de satis-
facer estos pares, lo cual es absurdo. Por otra parte, si el
conjunto es no satisfacible, entonces las ramas han de ser
cerradas, pues de otro modo se entraria en contradiccion
con el resultado previo. [

Podemos pasar ahora a aplicar estos resultados de primer
orden a las clases de formulas de L? antes definidas. De las
clases T} y 5°1 nos interesan las matrices, que son formulas
esencialmente de primer orden. Previamente establecemos
un resultado general:

Teorema 6: Cada sentencia de L? sin constantes no 16-
gicas es satisfacible en un dominio si y sélo si es vdlida
en dicho dominio.

En efecto, si existe M = (D, <) tal que M |= ¢, ello es
independiente de los valores de la funcién interpretacion,
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por lo que cualquiera que sea ésta, es decir, para cada

M' =<D,S > M' | .0

Teorema 7: Para toda sentencia ¢ € Y1 de la forma
Xy, ..., Xut, sin relatores, = ¢ si y sélo si el drbol
J-modificado de 1) contiene una rama abierta en la que
ocurre unicamente un pardmetro.

Si = 3dXy,..., X,1, entonces la formula es valida en ca-
da dominio D tal que |[D| > 1. Sea el caso en que |D| = 1;
entonces existe una L'-estructura M con D como universo
de discurso y tal que M = 1y, por el teorema 4, en el arbol
J-modificado hay una rama abierta con un ntimero |D| de
parametros, es decir 1. Reciprocamente, supongamos, en
primer lugar, que en 1 no ocurren parametros: Si el arbol
d-modificado de v tiene una rama abierta con un unico
parametro, entonces 1 es l-satisfacible, por el teorema 4,
y m-satisfacible, para todo m > 1, por el teorema 3. Ahora
bien, por evaluacion de 3, 3X7,..., X9 es m-satisfacible
para todo m > 1 vy, por el teorema 6, es valida en cada
dominio de cardinal m > 1. En segundo lugar, si en 1 ocu-
rren parametros, entonces se opera con el cierre existencial
de 1); sea ésta 1)/, al obtener su arbol 3-modificado puede
suceder que no se den las circunstancias de la hipotesis, en
cuyo caso ¢’ no seria 1-satisfacible y tampoco 1), o bien v’
es 1-satisfacible y 1) es satisfacible en un dominio unitario
de tal manera que si S es la funcién interpretacion corres-
pondiente, S(a) = (b) para cada par de parametros a, b
que ocurran en 1. Estamos asi como en el caso anterior,
es decir, la formula de L2 es universalmente valida. [.

Teorema 8: Para toda sentencia ¢ € 11} de la forma
VX1,..., X0, |E @ siy sélo si el drbol de Beth de —1) es

cerrado.

En efecto, si |= ¢, entonces para toda L'-estructura M,
M = 9 (es, pues, universalmente valida), por lo que =) es
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no satisfacible y, segin el teorema 5, ello equivale a afirmar
que el arbol de Beth de —) es cerrado. [J.

Respecto de las formulas de la clase /Z también podemos
establecer un resultado operando con arboles de primer or-
den, siempre que se introduzcan ligeras variantes de las
nociones estudiadas. Consideremos una sentencia de esta
clase en la que Qj es vacio, es decir, tiene la forma Q33 —o
bien es el resultado de haber aplicado las conocidas reglas
de arboles de primer orden respecto de los cuantificadores
de Q1—; entonces en 3 no ocurre ningun cuantificador, los
unicos signos logicos que ocurren son las conectivas pro-
posicionales. Con objeto de fijar el tratamiento de este tipo
de sentencias, para cada formula 3 y cada variable predica-
tiva n-adica, se define el conjunto de férmulas A(3, X) vy,
tras modificar los 4rboles mas arriba definidos, afiadiendo
reglas para la identidad, se pueden introducir unas reglas
especiales para féormulas resultantes de aplicar las reglas de
arboles propias de primer orden.'!

Teorema 9: Una sentencia de segundo orden de la for-
ma Q1920 es satisfacible si y sélo si el drbol de Qa3* es
abierto (siendo esta tltima la sentencia obtenida desde
Q1 Q93 sustituyendo en Q23 cada variable individual li-
bre —sometida a la cuantificacion del prefijo Q1— por el
pardmetro —o pardmetros—, segun las reglas correspon-
dientes).

Para la demostracion del teorema es necesario el si-
guiente

1" Para facilitar la lectura y teniendo en cuenta que estas nociones se
usan en la demostracién del lema enunciado méas adelante, se incluyen
en el apéndice.
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Lema:'? Dadas una sentencia Q'vy siendo Q y Q' pre-
fijos cuantificacionales predicativos, y una L*-estructura

M

1.Si Qes dX, M}:stiysélosiparatodoigk,
0i € A(y, X), | A(y, X) |=k

M = @581/ X) Vv @y(82/X) V...V Q(61/ X):

2.5 QesVX, M = 009y st y sélo st para todo 1 < k,
i € Ay, X), [ A(y, X) |=k

M = Q(61/X) A Qy(Ea/X) A ... A @(E/X).

La demostracion del Teorema 9 es analoga a la del Teo-
rema 4, teniendo en cuenta este lema. Cl.

5. Observaciones sobre estas aplicaciones

De acuerdo con la metodologia expuesta, hemos extendido
el procedimiento de arboles de primer orden, teniendo en
cuenta la modificacion incluida para el tratamiento de la
clase de las IZ, de manera que podemos reseflar algunas
consecuencias, para lo cual tendremos en cuenta los resul-
tados anteriores y los siguientes.

Teorema 10: Para toda sentencia (3 € H1 (Zl) existe

otra sentencia 3* € SNV, tales que |= (3 si y s6lo si 3*
es no satisfacible.

En efecto, sea § de la forma VX1,..., X;,0, m > 1.
Obviamente, |= (3 si y s6lo si =3 es no satisfacible, pero

VX1, ..., Xpp «—— 3Xq,..., X,

12 Como en el caso de las nociones necesarias para la demostracion,
hemos incluido ésta en el apéndice.
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y 33Xy, ..., X € Z% De manera analoga, si 3 es de la
forma 3X7,..., X,,p, entonces 5% seria VX1,..., X;,,—.
.

Teorema 11: Para cada (3 € H% tal que NZy, ..., 210 €
I y carezca variables libres,'® son equivalentes:

1. E B(Ry,...,Ry/Zy, ..., Z), siendo R; relator de la
misma aridad que Z;, para todo i < £;

2. EVZy, ... 2105

3. 81 fes VXq,..., Xy, t > 1, el arbol semantico de
- es cerrado.

La demostracion es trivial a partir de la evaluacion de V
y del Teorema 8. .

Teorema 12: Para cada [ € Z% tal que 37y, ..., 213 €
Z% y carezca variables libres, son equivalentes:

1. B(Ry, ..., Ry/Zy, ..., Zy) es satisfacible, siendo R; re-
lator de la misma aridad que Z;, para todo 1 < £;

2. 37, ..., 7,0 es satisfacible;

3.si Bes dXq,..., Xy, t > 1, el arbol semantico de ¢
es abierto.

En efecto: (1) si y so6lo si (2) por evaluacion de 3; (2) si
y s6lo si (3) si tenemos en cuenta el Teorema 4; (3) si y
solo si @ es satisfacible (esencialmente de primer orden) si
y solo si lo es la sentencia

gO(Rl,...,Rk,Sl,...,St/Zl,...,Zk,Xl,...,Xt),

donde S; es relator de la misma aridad que X;, para todo
j <'t, si bien ésta es satisfacible si y solo si

13 Z1,...,Z; son las variables libres de 3, pudiendo ocurrir rela-
tores.
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Xy, ..., Xuo(Ry, ..., Ry /71, ..., Z}), es satisfacible,

pero 3X1, ..., X;p(Ry,...,Ry/Z1,...,Z};) es precisamen-
te B(Ry,...,Ry/Z1,...,Z;), luego (3) siy solo si (1). O

Respecto de las clases Y1 v I} hemos obtenido resul-
tados en parte esperados. Pero el estudio de la clase [Z
se puede considerar mas novedoso. Van Benthen y Doets
(1984) se habian ocupado de las primeras, aunque no de
esta Ultima; el lenguaje formal de primer orden que utili-
zan es un lenguaje con identidad. En cualquier caso, cabria
considerar el método de los arboles alternativo a aquel que
recurre a depuradas nociones de teoria abstracta de mode-
los (teoria de filtros: ultraproducto, ultrapotencia, colapso,
etc.). Si bien nos hemos referido principalmente a senten-
cias en las cuales no ocurrian relatores, sino sbélo variables
predicativas ligadas, a partir de los ultimos resultados es
posible una ampliacion de la aplicacion del método. Asi-
mismo, al operar sobre sentencias en forma prenexa con
cuantificadores individuales precediendo a todos los cuan-
tificadores predicativos, en el desarrollo de un arbol seméan-
tico, se obtienen sentencias de /Z, con las cuales se puede
continuar si tenemos en cuenta lo estudiado mas arriba.

Si la aplicabilidad del método de tablas seméanticas en
logica de segundo orden no nos lleva a logros espectacula-
res, nos permite, al menos, alcanzar ciertos resultados desde
otra perspectiva, lo que invita a continuar la reflexiéon sobre
la naturaleza misma de la cuantificacién, como se pueden
plantear extensiones de logica elemental, etc. En particular,
si a partir del método de Beth es demostrable la comple-
titud de los sistemas de célculo de primer orden. ;Qué se
puede decir acerca de los sistemas de calculo de segun-
do orden tras las modificaciones propuestas? La correccion
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de estos sistemas es un resultado conocido, también que
la completitud es imposible como consecuencia del teore-
ma de incompletitud de sistemas formales aritméticos de
Godel.™ No obstante, adoptando la nueva seméntica pro-
puesta por Henkin,!® es demostrable que los sistemas de
célculo de segundo orden son completos en sentido general.

Consideremos un sistema de calculo tipo Hilbert (am-
pliado a segundo orden), que representamos por = (“F a”
indica que la férmula o es demostrable en dicho calcu-
lo). Adoptando la semantica estandar, la incompletitud de
F podemos enunciarla de la siguiente manera: existe una
sentencia 7 € L2 tal que |= 7 pero no es el caso que - ;
a partir de la formula aritmética construida por Gédel es
definible una tal sentencia . No obstante, cabe esperar una
cierta completitud, sin necesidad de cambiar la semantica
estandar, siempre que sea relativa a una clase restringida de
sentencias, que desde luego no contendra féormulas como
la mencionada.

Sea la clase Fa C L2, tal que verifica

1.Sipel’ygpec Z%U H% U IZ, entonces ¢ € FA.

2. Si 1) es la forma prenexa de ¢ y ¢ € Fa, entonces
Y € FA.

Respecto de esta clase, y teniendo en cuenta los resulta-
dos anteriores, se podra establecer que para cada ¢ € Fa,
si = ¢, entonces - @, y, dada correccién de +,

4 Manzano (1996) ha presentado una prueba directa de incomple-
titud, al margen del teorema de Gédel; dicha prueba esta basada en
ciertas técnicas de teoria de conjuntos y en la capacidad expresiva que
caracteriza la logica de segundo orden.

15 En Henkin (1950). Esquematicamente, en sentido general, en
las estructuras interpretativas se tienen en cuenta el universo de dis-
curso (no vacio) y también universos relacionales (para cada aridad),
los cuales poseen ciertas caracteristicas algebraicas, como se describe
en Manzano (1996), lo cual equivale a que todas las relaciones son
definibles (con el lenguaje formal de que se trate).
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para cada ¢ € Fa, = siy solosiF p.

6. Apéndice

Consideramos ahora el lenguaje formal L?<, obtenido a
partir de L? con el relator diadico = y considerando que
si @ y b son variables individuales o parametros, a = b €
L?=. Para mayor facilidad, se escribira @ # b en lugar
de =(a = b). Por lo que respecta a la seméantica de L*~,
si M =< D, >, para cualesquiera parametros a y b,
M = a=bsiy solosi S(a) = F(b).1°

Definimos, para [ y cada variable predicativa n-adica
X, el conjunto de formulas A(3, X) por induccion sobre
el grado de complejidad de (3 (para simplificar, considera-
remos que — y V son las tnicas conectivas que ocurren en
B). A(B, X) es el mas pequefio conjunto que verifica:

1. Si en 8 no ocurre X, entonces A(3, X) = 0.

2. Si B es Xby...b,, entonces A(G, X) = {6,—0}, en
donde 6 es x1 = by A ... A x, = b,. Por otra parte,
se dice que 6 es positiva, y -0 negativa.

3. Si B es =, entonces A(3, X) = A(y, X).
4. Si [ es YV, entonces, A(3, X) es el minimo conjunto
tal que:
i. Sif e A(7,X) o0 € A(n,X) y 0 es positiva,
entonces 0 € A(f, X).
ii. Paratodai,j > 1,si6; € A(y,X) o 0, € A(n, X)
y ambas son positivas, entonces 0;V8; € A(5, X).
iii. Para n > 1, toda i < n, si ¥; € A(7,X) o ¥; €
A(n, X) vy ¥; es negativa, entonces 9y A... A\, €
A3, X).

16 Facilmente se comprueba que = a = b < VX(Xa < Xb).
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5. Si B es )y, donde Q es un prefijo cuantificacional
cuyos sufijos son Z1,...,Z,, las m > 1 variables pre-
dicativas distintas de X que ocurren en 7, entonces

AQy, X) = AB(Ry, ..., Ry /721, ..., Zn), X),

siendo R; un relator de la misma aridad que Z;, para
toda 1 < m.
Los arboles mas arriba definidos se pueden modificar
afiadiendo:

1. Si en una rama ocurre una sentencia de la forma b #
b, en donde b es un parametro cualquiera, entonces
se produce el mismo efecto que si se tratara de un
par de contradiccion; es decir, la rama es cerrada.

2. Si en una rama ocurren férmulas de la forma 3(a;/x)
y a; = a;, siendo éstos unos parametros tales que
i < J, entonces se tachan todas las formulas ((a;/x)
y se sustituyen por ((a;/x) (también se pueden tachar
las mencionadas formulas de identidad).

Dada una férmula de la clase [Z, que tendra, por tanto,
la forma Q1920, en donde [3 es esencialmente de primer
orden, y teniendo en cuenta la modificacion de las reglas de
los arboles respecto de formulas de identidad, se definen
las siguientes nuevas reglas especificas para el prefijo Qo
(para la construccion de arboles tanto de Beth, como 3-
modificados, aunque ya especificos de segundo orden). Sea
un punto del arbol en que la féormula a marcar tiene la
forma Qs y [ no contiene variables individuales; para
mayor facilidad consideremos que |Q2| = 1y, por tanto,
unicamente ocurre un cuantificador predicativo, entonces

1. Si Qo3 es X3, X variable predicativa de aridad

n > 1, entonces se abren subramas cada una con
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ﬁ(pi(bl, .. .,bn/xl, e 7xn)/Xbl, . .,bn),

para toda p; € A(3, X), marcandose la formula inicial
con dichas p; como subindices.

2. Si Qo3 es VX3, X variable predicativa de aridad

n > 1, entonces se afiaden a la rama las formulas

Blpi(b1, ... bn/x1, .. 2,)/ X1, ..., by),

para toda p; € A(3, X), marcandose la formula inicial
con dichas p; como subindices.

Demostracion del Lema: [Induccién sobre el grado de
complejidad de Q'y.] Comencemos considerando el caso
en que Q/ = (:

1. v es Xby...b,, para n > 1. En tal caso, para cada
L2-estructura M

oM ): by =b1N...ANb, = b))V (b # b1 V... Vb, #
by), asimismo M |= 3Xv (ambas son vélidas en el
correspondiente dominio);

oM no satisface (by = by A ... AN b, = by) N\ (b #
b1 V ...V b, # by), pero M no satisface VX~
tampoco.

2. v es —m; por hipétesis, M = IXn <=7 M |
61/ X))V ...V i/ X), para 6; € AmX), i < k
y k > 1; asimismo, M = VXn <= M | n(6,X) A
.. AN(6;X), para 6; € A(nX), i < kyk>1;ademas
A(y,X) = A, X). Entonces, M | IX—n —
M | -VXn <= no-(M E VXn) <= no-(M E
N6/ X)N.. . AN/ X)) <= M = b1/ X)V...V

7" Abreviatura que indica la equivalencia entre las proposiciones
anotadas a sus extremos. Es decir, A<=B, representa “si A, entonces
B, v si B, entonces A”.
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—1(6;/ X). Reciprocamente, M |=VX-n <= M |=
—3Xn <=no-(M |= IXn)<=no-(M = n(61/X) Vv
Vn(6p/ X)) = M E 6/ X)N. . A6 X).

3. v esnVl. Establecemos, segtin la definicion dada mas
arriba, A(y, X) = A*, es el mas pequeilo conjunto tal
que:

i) sid e A, X) 66 € AB,X) y O es positiva,
entonces 6 € A*;

ii) para todo 7,7, si 6; € A(n,X), 6; € A(0,X) y
ambas son positivas, §; V 0; € A*;

iii) para todo 7,7, si 6; € A(n, X), 6; € A(0,X) y
ambas son negativas, 0; A ; € A*.

Se nos presentan dos casos:

(a) M = VX(nV 0), entonces para toda asignaciéon s de
valores a las variables se verifica que M, s = nV ;'8
entonces, para cada 6, € A(n/X), 6, € A@0/X),
M = n(ép/X) 6 M = 0(6,/X). Si 6 € A* por
i)y, M E n/X) 6 M E 0(6/X); si 6 € A* es
O V O, definida por ii), M = n(6x V 6,,/X) 6 M =
O(6pVom/X); 816 € A* es O; N6y, definida segin iii),
M E (b AN bm/X) 6 M = 0(6, A 6/ X). Es decir,
para cada 6 € A*, M = n(6/X) VvV 0(6/X), luego
M = (v O)(8/X); si |A7] = r, M = (v O)(E1/X)
...A(nV0)(6,/X). Reciprocamente, si |A*| = r, para
b e A", 1 <r, M E(nVO&sL/X)N...N(nV
0)(6,/X), entonces M = (n(61/X)VO(61/ X)) A. .. A
(n(6,/ X)VO(6,/ X)), de donde, para toda asignacién s,
M, s |=nVo,y, por evaluacion de V, M = VX (nV0).

8 En el caso basico, M,s = Xby,...,b, para toda asignacion s si
ysolosi M = (by = by A...)A(by # b1 A...) (ninguna es satisfecha
por esta estructura). Por induccién, se establece que M, s |= «, para
toda asignacion s, si y sélo si M | v(61/X) A ... Ay(6,X) para toda
61’ € A(’77X)7 ‘A(’77X)| =T
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(b) M |= 3X(n V 0), entonces para alguna asignacion s,
M ,s |=nV 0; de manera analoga al caso precedente,
hay alguna 6 € A* tal que M = (nV 0)(6/X), es
decir, M = n(6/X) V 0(6/X). Teniendo en cuenta
la construccion de A*, se alcanza que M = (nV
0)(61/X)V ...V (nV0)(6,/X). Reciprocamente, para
b e A i<r,siMEMVO&sLH/X)V...V(nV
0)(6,/X), entonces M = (n(61/X)VO(61/ X)) V...V
(n(6,/X) V 0(6,/ X)), de donde, para alguna asigna-
cion s, se verifica M, s |=nV 0, y, por evaluacion de

3, M = 3X(nV0).

Consideremos ahora que |Q'| = m > 1, siendo
21, ...,2Zn las variables (predicativas) sufijo de los m cuan-
tificadores que integran Q'. Habremos de tener en cuenta
la clausula 5 que define A (Q'y, X) = A(y(Ry,...,Rn/
Z1, ...y Zn), X); llamamos 7/ a la formula v(Ry,..., R,/
21, ...,2n). Entonces:

1. M | 3XQ'v; entonces para alguna asignacion s,
M,s | Q'v; para cada 6; € A(Y, X), i < r, asig-
nacién s’ (que difiere de s a lo sumo con respecto
de los valores de Ry,...,R,), M,s' &= ~'(6/X) Vv
..V A (6,/X)." Facilmente (iterando el caso de dis-
yuncién visto anteriormente) se alcanza que M, s =
Qv /X)V ...V @7(6/X) (asimismo, reciproca-
mente).

2. M E VXQ'v; entonces para toda asignacion s,
M,s EQ'y; para cada 6; € A(Y,X), i < r, asig-
naciéon s’ (que difiere de s a lo sumo con respecto

de los valores de Ry,...,Ry,), M,s'" = ~'(61/X) A

19 En este apartado, como en el siguiente, cabria distinguir varios
casos: Q' =VZ1VZs, 0 Q' =VZ13725, 0 Q' = 3Z1VZy, 0 Q' = 372137,
(con lo que m = 2); supuesto para Q*, estudiar el de Q' =Q*VZ,, o
Q' = Q*3Z,,, teniendo siempre en cuenta el modo de evaluacién de
los cuantificadores (cuyo detalle omitimos para abreviar).
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... N7 (6;/X). Facilmente (teniendo en cuenta el ca-
so de disyuncion también visto antes) se alcanza que
M,s |E Qv(61/X) N ... A @7(6,/X) (asimismo, re-

ciprocamente). [l.
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SUMMARY

Beth’s method of semantic tableaux has been utilized in first
order logic to obtain some results. From a metalogical point of
view, a known result can be proved: completeness of first order
logic. Can we extend this method to second order logic? What
about completeness? Given a second order formal language, for
every formula a prenex form can be defined so that some of
them have a first order formula as its matrix, then the mentioned
method could be applied to study several classes of formulae,
particularly Z%, I} and Zykov’s inverses. In order to do that
some modifications of such method must be introduced, so that
we take known rules for first order semantic trees, by applying
them, modifying the treatment of “3” and defining specific ru-
les for some second order formulae, then we can achieve some
results relative to such classes similar to that obtained by means
of abstract model theory. On the other hand, a restricted com-
pleteness (to certain class of sentences) could be settled.
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