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Introduccién

Los sistemas 1égicos de segundo orden, cuyo contexto filoséfico
es el conceptualismo ramificado, han sido enunciados, por
ejemplo, en Cocchiarella (1986 y 1986b) y Freund (1989 y
1991). Estos sistemas introducen infinito nimero de cuantifi-
cadores, correspondientes al conjunto de niveles de formacién
predicativa de conceptos (igualmente enumerable en forma in-
finita) que postula el conceptualismo ramificado. Sin embargo,
el operador lambda (operador en estos sistemas) no estd igual-
mente ramificado: su alcance involucra la totalidad de los ob-
jetos del dominio. En la primera parte de este articulo construi-
mos un sistema en el que esto no sucede, esto es, un sistema de
segundo orden con un nidmero infinito de operadores lambda,
tal que el alcance de cada uno de éstos constituye el conjun-
to de todos los correlatos de conceptos formados predicativa-

mente en cierto nivel. Denominamos este sistema “RRC};” y

* He de agradecer al comité editorial de la revista Critica algunas
sugerencias a la primera versién de este escritoy a la Universidad Nacional
de Costa Rica por haberme librado parcialmente de mis labores docentes,
lo cual me permiti6 llevar a cabo la investigacién cuyos resultados son
descritos en este artfculo.
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mostramos su consistencia relativa. En la segunda parte des-
arrollamos una seméntica formal de segundo orden, la cual no
es del tipo estandar.! Respecto de la nocién de validez, dada
por la seméntica, probamos un teorema de completitud relati-
vo a ciertas extensiones de RRC};. En el articulo asumiremos
que se tiene familiaridad con el contexto filoséfico y el contexto
légico descritos en Cocchiarella (1986b) y Freund (1989).

1. Sintaxis

Entenderemos por un lenguaje L un conjunto enumerable de
constantes de individuos y de predicados. Asumiremos la dis-
ponibilidad de una cantidad enumerable de variables de indi-
viduos tanto como de variables de predicados de adicidad n
(para todo niimero natural n). También usaremos ‘x’,'y’,z’, y
‘w’, con o sin subindices, para referirnos en el metalenguaje a
variables de individuo y ‘F™,‘G™ y ‘R™ para referirnos a va-
riables de predicados de adicidad n. A menudo omitiremos el
supraindice cuando, dentro del contexto, sea claro el grado de
la variable de predicado o cuando no tenga importancia su adi-
cidad. Por conveniencia, también usaremos “u” para referirnos
a las variables en general. Como constantes légicas primitivas
tomaremos —, =, M, =,V y V/ (para todo entero positivo j).

Dado un lenguaje L, definimos recursivamente el conjunto
de las expresiones significativas de tipo n de L (en simbolos,
ME,(L)) como sigue:

(1) Toda variable o constante de individuo estd en MEq(L).
Toda variable o constante de predicado de adicidad n esta en

MEn+1(L) y MEo(L).
(2) Sia,b € MEy(L), entonces (a = b) € ME1(L).

! Es importante hacer notar que la seméntica desarrollada aqui es una
modificacién de la semantica formulada originalmente en Simms (1980).
Esta iltima fue construida para un sistema de segundo orden cuyo contexto
filoséfico es el realismo légico.
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3)Sim € ME,+i(L) y a1,...,a, € MEy(L), entonces
m(a1...a,) € ME{(L).
(4)Si 6 € ME\(L) y %1, .. .,%, son variables de individuo dis-

tintas (una con respecto de la otra), entonces [Mx; .. .%,6] €
ME,+1(L).

(5) Si 6 € ME (L), entonces =6 € ME)(L).

(6) Si 6,0 € ME (L), entonces (6 — o) € ME (L).

(7)Si 6 € ME)(L),x es una variable de individuo, F una varia-
ble de predicado y j un entero positivo, entonces (Vx)J, (V/x)é
y (VVF)6 € MEy(L).

(8) Si 6 € ME) (L), entonces [M ] € MEy(L).

(9) Sin > 1, entonces ME, (L) C MEy(L).

Sea ME(L) = U,ew ME,, esto es, el conjunto de expresiones
significativas de L. Usaremos “6”, “u”, “o”, “n” y “a” para
referirnos a las expresiones significativas de L.

Cuando t € MEy(L), diremos que ¢ es un término de L.
Usaremos “a”, “t” y “b”, con o sin subindices numéricos para
referirnos a los términos en general. Por otra parte, para todo
n € w, entenderemos ME, 1 como el conjunto de predicados
de adicidad n. Si ¢ € ME,(L), entonces diremos que o es
una férmula bien formada de L (o en forma abreviada, que o
es fbf de L). Nétese que por la clausula (9), paran > 1, todo
predicado de adicidad n puede ser transformado en un término.
Para n = 1, sélo las fbf con el operador lambda como prefijo
(esto es, de la forma [\ o], donde o es una fbf) son términos.

Ahora bien, si 8, u € ME(L), definimos “6 es una subexpre-

si6n de 1" (“subexp”, para ser més breve) como sigue:

a) 1 es una subexp de 1

b) si 6 es una subexp de p y es de la forma 7(¢; . . . £,), donde
T E€EME,+1(L)yty...t, € MEy, entonces “m” y “t1” ... “t,”
son subexp de p
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c) si § es una subexp de u y es de una de las formas ¢ —
a, -0, [Mx1 . ..x,0], (Vx)a o (Vu)a, entonces o, o son su-
bexp de .

Se dice que una aparicién de una variable de individuo x en
una expresi6én 6 es una aparicién ligada si es una aparicién
en una subexp de 6 de la forma (Vx)a, (V/z)o o [My1 . ..y,0],
donde x = y;, para alguna y;; de otro modo diremos.que es una
aparicién libre. Se dice que una aparicién de una variable de
predicado F en una expresién & es una aparicién ligada si es
una aparicién en una subexp de § de la forma (V/F )0' de otro
modo, diremos que es una aparicién libre. Una aparicién de un
término ¢ en una expresién 6 es ligada si alguna aparicién de
una variable en ¢ es libre en ¢ pero ligada en é. Los términos
libres y ligados de una expresién son los términos que tienen
apariciones libres o ligadas en esa expresién.

Donde “t” y “a” son términos, entenderemos por 6(t/a) la
expresién que resulta de reemplazar cada aparicién libre de
“a” por una aparicién libre de “t”, si tal expresién existe, en
cuyo caso diremos que ¢ est4 libre para a en 6; si tal expresién
no existe, entonces 6(t/a) sera § misma.

El sistema RRC);

Axiomas:

(Al) todas las fbf tautoldgicas

(A2) (Vz)(p — o) = ((Vx)u — (Vx)0)

(A3) (Vu)(u — 0) = (Vu)u — (Vu)o)
(A4) o — (Vx)o, donde x no aparece libre en o

(A5) 0 — (Vu)o, donde u no aparece libre en &
(A6) (Vu)o — (Vu)o i<j
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A7) a=a
(A8) () =y
(A9 (Vin)FEx=y) j<k
(A10) (VF)(Fu)(F =u) j<k

(Al]) (Viz)(Fy)x =)

(M-CONV) [Naz1...x,0)a1...a,) & @x1).. . Fa)x1 =
a1&...&x, = a, &) (en el supuesto de que x; no es libre
en cualquier a; (0 < i,k < n)

Rwj) [M=1...2,0] = [My1...¥20(1/%1. . . ¥n/%n)], donde
ninguna y; aparece en 0

(LL*) a = b — (0 « ), donde p viene de o mediante la
sustitucién de una o més apariciones libres de a por apariciones

libres de b.
CPy1) (Viy) ... (W) (WFY) ... (WF,) F6) (€ =

[AM ™21 ...2,0]), donde: 1) o es una fbf en la cual no hay
constantes y no aparece signo de identidad alguno; 2) G es
una variable de predicado de adicidad n que no es libre en
o; 3) para toda k > j, “(V¥)” no aparece en o y F1,. .., F, son
todas las variables de predicados distintas (una con respecto
a la otra) que aparecen libresen oy y1...ym, %1,...,%, son
todas las variables de individuo distintas (una con respecto a
la otra) que aparecen libres en o; 4) para toda k > j, ningin
operador lambda ramificado A\ aparece en .

Reglas:

Modus ponens (MP): si 0 y 0 — §, entonces 6.
Generalizacién universal (UG): si o, entonces (Vx)o y (V/u)o.

Diremos que 0 es un teorema de RRC}; (en sfmbolos,
FRRC‘J‘ o si y sélo si existe una secuencia 31 .o.bp = 0 de

las fbf tal que, para cualquier n > i > 1, §; es un axioma o
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se sigue de miembros anteriores en la secuencia por una de las
reglas. Definimos también las siguientes expresiones:

a)T '_RRC‘J o siy sélo si existen algunas fbf 6y...0, € I tal
que (6, & ... & 6,) — 0 es un teorema de RRC};;

b) I" es RRC} ;-consistente si y s6lo si no existe una fbf § tal
que T’ l_RRCj\j —(6 — 6);

c¢) I' es mdximamente consistente si y sélo si I' es RRC);-
consistente y para todafbf 0,0 € 'o -0 € T';

d) I es w-completo si y sé6lo si se cumplen las siguientes condi-
ciones: 1) si (3x)o € I', entonces existe un término ¢, el cual es
libre para x en 0, tal que o(t/x) € I'y (Ix)(x =¢) € T, y 2) si
(Fu)o € T, entonces existe un término ¢ del mismo tipo que u
y libre para u en o, tal que o(t/u) € Ty (Fu)u = t) € T;

e) L es una extensién normal de RRC}; (en sfmbolos, %-
RRC};) si sélo si X es una extensién axnomatlca de RRC;
y se encucntra cerrada bajo las mismas reglas de RRC} ;;

f) L-RRC}; es una extensién propia si y sélo si, para todafbf o,

“% "

si 0 es un teorema de X- RRC j» entonces, si “t” y “a” son
términos del mismo tipo, o(t/ a) es un teorema de £-RRC};;
(definimos “teorema de £-RRC};” en forma anéloga a como lo
hicimos con “teorema de RRC};”).

Los siguientes teoremas serdn de utilidad més adelante:
Tl. Fx)@E =1t — F)x=t) k<j

(Demostracién: por A6, légica proposicional y definiciones.)
T2. G*F)F =1t) — @F)F =1) k<j

(Demostracién: por A6, légica proposicional y definiciones.)
T3. [A™o] < [A\*0], para cualquierm,n > 0

(Demostracién: por M/ -CONV y légica proposicional.)

Los siguientes principios pueden demostrarse ficilmente
a partir de LL*, UG, légica proposicional y definiciones de
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cuantificadores existenciales:

(3//UlJo) (Fx)(x = u) = (V/x)o — o(u/x), en el supuesto
de que u sea libre parax en o

@Yy @FYWF = G) — (VF)o — o(G/F), en el
supuesto de que G sea libre para F en o

(3/Ul)o) (Ix)(x = y) — (Vx)o — o(y/x), en el supuesto de
que ¥ sea libre parax en o

(EGlofj) (Fx)(x = u) = (o(u/x) = (3/x)0), en el supuesto
de que u sea libre parax en o

(EG) (3F)F = G) — (a(G/F) — (3'F)0), en el supuesto
de que G sea libre para F en o

(EG/o) (Fw)(x = y) — (o(y/x) — (Ix)0), en el supuesto de

que y sea libre parax en o

Consistencia relativa de RRC; ;

Considérese el sistema RRC*, enunciado en Cocchiarella
(1986b). Agréguese a la base axiomética de este sistema el si-
guiente esquema:

EXT (o1).. (Ve © @) — Dar...zo] =
[Axy...x,0]-

Denominaremos este nuevo sistema “RRC* +EXT”. De los
resultados en Freund (1989), se sigue la consistencia relativa
de RRC* +EXT al sistema T+ EXT formulado en Cocchiarella
(1986). Demostraremos ahora que el sistema RRC}; es relati-
vamente consistente al sistema RRC*+EXT.

Metateorema:

Si RRC* +EXT es consistente, entonces RRC}; es consistente.

Demostracién: asimase la hipétesis del metateorema. Sea f
la funcién con ME(L) como dominio tal que, para toda § €
ME(L):
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1) si 6 es una variable o constante, entonces f () = §;

2) si 6 es de la forma 7(¢y . . . ¢,), entonces f(§) =

(Ff @) - @)

3) si § es de la forma —0, (0 — T),(Vy)o,a = b,(V/F)o
o (Vy)o, entonces f(6) = —~f(0),f(6) = (f(o) — f(7)),
f6) = () (0).f(6) = (fla) = f(),f(6) = (VF)f (o),
f(6) = (W y)o respectivamente;

4) si 6 es de la forma Mz .. .%,0], entonces f(8) =
Doy an@y)@r = )& .. & Frn)tn = 7a) &F(@)]
(donde, para todo m tal que 0 < m < n, yn, es la m-ésima
variable del conjunto de variables de individuo diferentes de
cualquiera de las variables x1 . . . x,).

Nota 1. Por induccién sobre el conjunto de expresiones signi-
ficativas de L, ficilmente se puede mostrar que, para todo o €

ME(L) y variables de individuo x, y, f (0 (/7)) = f(0)(x/7).

Nota 2. Si o es una fbf yj el supraindice mas grande que apa-
rece en cualquier cuantificador u operador lambda ramificado,
entonces, por induccién sobre el conjunto de subexpresiones
de 0, se puede mostrar facilmente que, para cualquier subex-
presién 6 de 0, si k es un supraindice en un cuantificador ra-
mificado que aparece en f (), entonces k < j.

Nota 3. Los valores de f son evidentemente f6rmulas de RRC*.

Mostraremos ahora que si '_RRC‘J- o, entonces FRrpc*+EXT
f(0), para toda fbf . Supongamos entonces que '_RRC‘j o.

Por definicién, existe una secuencia 81...6, = o de las
fbf de ME(L) tal que cada una de ellas es o bien un axioma
de RRC); o se obtiene de las fbf anteriores en la secuencia
por modus ponens o generalizacién universal. Sea A = {i €
w| Frre*+ext f(6:)}- Es obvio que A C w. Por induccién
fuerte mostramos que w C A. De este modo supbngase que
para todo k < i, k € A. Tenemos que considerar tres casos:
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Primer caso: §; es un axioma.

(i) Si &; es un axioma de RRC}; del tipo Al, A2, A3, A4, AS,
A7, A8, A1l o LL*, entonces puede verse ficilmente que f (6;)
serfa un axioma de RRC*+EXT del tipo Al, A2, A3, A4, A5,
A7, A8, A1l y LL*, respectivamente.

(i) Si & es (Vx)FFy)x = y) o (WF)Fu)F = u), para
algunos j, k € wyj < k, esto es, un axioma de RRC; del
tipo A9 o Al0, entonces en ambos casos f(6;) = &;. Pero §;
en cualquiera de los dos casos es un teorema de:RRC* +EXT,
como ha sido mostrado en Cocchiarella (1989b).

(iii) Si &; es (Vu)o — (V'u)o, para algunos i,j € w tal que
i < jyalgunafbf o, esto es, un axioma RRC}; del tipo A6,
entonces f (5;) seria (Vu)f (0) — (Yu)f (0), lo cual es un teo-
rema de RRC*+EXT como ha sido mostrado en Cocchiarella
(1986b).

(iv) Si 6; es [M21 ... 2,0)(a1. . .a;) & (Fx1)... Fx)(x1 =
a1 &...&x, = a, &) (en el supuesto de que x; no es libre
en cualquier ag, (0 < i,k < n) y alguna fbf o), entonces f(6;)
seria

.2 (Fy)) a1 = ) &... & Fyn) G = yn) &
f@lar...a) & Fx)...Fx)x = a1 &... &z, =
an & f(0))

de lo cual se puede mostrar que es un teorema de RRC* +EXT
mediante légica proposicional elemental, los axiomas A9, A8,
All, A-CONV de RRC*+EXT, los teoremas (3/UI*o/j),
(EG/o/j) (esto es, los principios de instanciacion existencial y
generalizacién existencial de RRC*+ EXT) y las reglas de mo-
dus ponens y generalizacién universal de RRC* +EXT.

(v) Si 6; es [Mx1...2,0] = [My1...92001/%1- - - Yn /%))
donde ninguna y; aparece en 0, entonces f (§;) serfa

[Axy .. .xn(ﬂjzl)(xl =z21)&... & (3-’.z,,)(x,l = z,) &f(0)] =
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D1 ym@Fw)on = w)&. . &Fw)yn = wa)&
fletn/z1-. yn/z))],
donde

a) para todo O < i < n, ninguna y; aparece en o

b) para todo m tal 0 < m < n, z,, es la m-ésima variable del
conjunto de variables de individuo diferentes de cualquiera de
las variables x) ... %,

c) paratodo m tal 0 < m < n, wy, es la m-ésima variable del
conjunto de variables de individuo diferentes de cualquiera de
las variables y; . . . y,.

Sean k . . . k, variables de individuo tales que, para0 < m <
n, ky, es la m-ésima variable del conjunto de variables de
individuo diferentes de cualquiera de las variables x;. . .x,,

Y-« YnsZl .- Zn, W] - .. W
Por el axioma Rw de RRC*+EXT, la siguiente férmula es

un teorema de RRC*+EXT

(1) [Pxr...x(FE)E = k1) & ... & @)z, = ka) &
@] =Dy y0n = k) (Fh) &... & (k) (v = kn) &
V(U))Ul/xl .- -yn/xn)]f

Pero, por la nota 1 a la definici6én de la funcién f, esta férmula
es igual a

@) Dor...on@h)E = k) & ... & @k = k) &
@]l =y1...9FR)0n = k) &... & (Fk )y, = k) &
f(o'()'l/xl .- -yn/xn))]-

Ahora bien, por el axioma EXT, légica proposicional elemen-
tal, el teorema de intercambio de variables y generalizacién
universal de RRC* +EXT, las férmulas
B) [Par...x@Fk)x = k1) & ... & Fhy)(xn = kn) &
fO)] = M. 2a(F2)1 = 21) &... &(Fz,) (30 = 22) &
f(o)]

y
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(4) [Ar1.. -yn(ajkl)(yl =k)&.. & (ajkn)(yn = k,) &
fleor/x1. . ya/5)] = [My1...ya(Fw1)0n = w1) &... &
(Fwn)n = wa) &F (G(y1/%1 - . . Yn/%n))]

son teoremas de RRC*+EXT. De (3), (4) y (2), por el axioma
LL* de RRC*+EXT, se sigue que f(J;) es un teorema de este

sistema.

(vi) Si §; es un axioma del tipo (CP,;!*), entonces ficilmente
se puede ver, por la nota 2 a la definicién de la funcién f, que
f(6;) seria un axioma del tipo (RRCP*!).

Segundo caso: §; se obtiene por modus ponens, esto es, existen
k,m < i tal que 6, = (6 — 6;). Este caso se sigue
directamente de la hipétesis de induccién.

Tercer caso: §; se obtiene por generalizaci6n universal, esto es,
hay un k < i tal que §; es (Vx)6k, (V/x)0k o (W F)&. Por la
hipétesis de induccién f () es un teorema de RRC*+ EXT'y,
entonces, por la regla de generalizacién universal de RRC* +
EXT, (Vx)f (%), (Vx)f(8) v (W F)f(6) serfan teoremas de
RRC*+ EXT también. Pero, es obvio que f(5;) es (Vx)f (6k),

(V/2)f (8) o (VF)f (&)
2. Semdntica formal para RRC};

Procedemos ahora a describir la seméntica formal que hemos
desarrollado para el sistema RRC); 2 Diremos que S es una es-
tructura para conceptualismo ramificado (en forma abreviada,
una estructura RRC*), si

S = (D,E,C;,Xjn),Yn,H,f)n € w,j € w {0
donde
1) ECD,
2) GCE,

2 Para una explicaci6n intuitiva de esta seméntica véase el Gltimo
apartado de este artfculo.
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3) GGCC,, j<Kk

4) Xjnm C Y,

5) Xjm S Xkn)y <k
6) YoNY, =0 sin#m,
7 D#0,

8) Y, #0, new,

9) H - Unéw(yn x Dn)’

10) f es una funcién de D{J, ¢, (UY, en D tal que
(@)fx)=x six€D,

(b) para cualquierj € w0 siz e Unew X(j,n)» entonces
f@) €(;.

Continuamos ahora con la descripcién de la seméntica.

Sea L un lenguaje y g una funcién con L como dominio
tal que: a) para cualquier constante ¢ € L, g(c) € D; b)
para cualquier constante de predicado P € L de adicidad
n, g(P*) € Y,. Entenderemos por un modelo conceptualista
ramificado para L (en forma abreviada, un modelo RRC*-L)
un par ordenado M = (S,g), en donde S es una estructura
RRC*.

Por una asignacién A en una estructura RRC* entenderemos
una funcién con el conjunto de variables de cualquier tipo como
dominio tal que:

(a) si x es una variable de individuo, A(x) € D,

(b) si F es una variable de tipon + 1, A(F) € Y,, (paran € w).
Si A es una asignacién, entonces A(d /u) = (A — {{u, A(u)) }U

{(u,d)}), esto es, A(d /u) es una asignacién que es exactamen-

te como A con la excepcién (y a lo sumo) de que asignad au

(donde u es una variable de individuo o de predicado). Final-

mente, por “( )” queremos designar la secuencia vacia y, por
conveniencia, escribiremos “(a,b) € H” como “aHb”.
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Si L es un lenguaje y M = (S,g) es un modelo RRC*-L,
entonces diremos que M es una interpretacién A/RRC*-L, si
existe una funcién valy definida para cada asignacién A en
S tal que valy 4 es una funcién con ME(L) como dominio y,
para cualquier 6 € ME(L), valy 4 cumple con las siguientes
condiciones:

(1) si 6 es una variable, entonces valy 4(6) = A(6); si 6 es
una constante de L, entonces valy 4(6) = g(d)
(2) sibesm(ar,...,a,) (talquemEME 11 (L)yay,...,a, €
MEq(L) entonces, valy 4(6)H( ) si y sélo si (valy 4(T),
(f (valy,4(a1)), - . . .f (valy,a(an)))) € H
(3) si 6 es [Mxy...2,0] (tal que © € ME(L)), entonces
para cualquier dy ...d, € D,valy 4()H{d1,...,d,) si
Yy sélo si valM,A(dl/,l’.__,dn/,n)(G)H( ) Yy dl, .o ,dn € CJ
(4) si 6 es -7, entonces valy, 4(6)H( ) si y s6lo si no es el
caso que valy, 4(T)H( )
(5) sibes(u — T), entoncesvaly, 4(6)H( ) si y sélosi o bien
no es el caso que valy, 4(W)H( ) 0 valy 4(T)H( )
(6) si 6 es (Vx)u, entonces valy, 4(6)H( ) si y sélo si para
cualquier d € E,valy 44/, (WH( )
(7) si 6 es (V™x)u, entonces valy, 4(6)H( ) si y sblo si para
cualquier d € Cp,,valy 4a/z(W)H )
(8) si 6 es (V"F™)u, entonces valy, 4(6)H( ) si y sélo si para
cualquier p € Xm ), valy 4/ (WH )
(9) si 6 es [Mpu), entonces valy 4 (6) H { ) si y sélo si
valy, a(WH( )
(10) si 6 es @ = b, entonces valy 4(6)H( ) si y sélo si
S (valy,4(a)) = f(valy,4(b))
Sea L un lenguaje, M = (S, g) una interpretacién A/RRC*-L,
A una asignacién en S, § € ME)(L) y £-RRC}; una extensién
normal propia de RRCRI-. Definimos satisfaccién, verdad y
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validez MJRRC*-X de 6 en M como sigue:
(1) A satisface a 6 en M si y sélo si valy 4(6)H( );

(2) 6 es verdaderaen M siy sélo si para cualquier asignacién
en S satisfacea 6 en M

(3) 6 es Z-MRRC*-vélido si y s6lo si para cualquier M que
sea una interpretacién AJRRC*-L: si todo axioma de -
RRC; ; es verdadero en M, entonces § es verdadero en

(4) T es Z-MRRC*-satisfacible si y sélo si existe una asigna-
cién Ay una M que es una interpretacién AJRRC*-L,enla
cual todo axioma de E-RRC; ; es verdadero, y A satisface
a § en M, para cualquier § € I'.

3. Completitud y validez de 2X-RRC); con respecto a validez
Z-MRRC*

Sea ¥-RRCY; una extensién propia. Ficilmente se puede mos-
trar que, para toda fbf 6, 6 es un teorema de £-RRC}; sélo si
8 es ©-MRRC*-vélida. De este modo, mostramos solamente la
completitud de Z-RRC}; con respecto a validez 2- MRRC*.

Teorema de completitud:

Sea L un lenguaje enumerable y I' C ME(L). Si I es X-
RRC} )j-consistente, entonces [" es 2- M RRC*-satisfacible.

Demostracién: extiéndase L a un lenguaje L™ agregando a
L un conjunto enumerable de constantes distintas, por cada
tipo n € w. Puede mostrarse fécilmente que I' es £-RRC};
consistente en L.

Asumimos una enumeracién 61, . . ., b,, . . . de todas las fbf
de L* yasea de la forma “(3/u)p” (donde u es una variable de
individuo o de predicado) o de la forma “(3x)u”. Definimos la
cadena I'y,...,[,, ... por recursién:
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B To=T;

(2) si 6,+1 es (Fu)p y p4 no es una identidad (a = u) (donde
a es del mismo tipo que u), entonces I'n+1 = T U {(Fu)p —
(u(b/u) & (Fu)(b = u))}, donde b es la primera constante en
L* del mismo tipo que u nuevaa I, U {6,+1};

(3) si 6,+1 es de la forma (3x)u, entonces I',4; = T, U
{@E)p — (p(c/x)&(Ix)x = c)}, donde ¢ es la primera
constante de individuo nueva a ', U {6,+1};

(4) si 6,+1 es (Fu)u = a (donde a es del mismo tipo que u),
entonces ['41 = [, U {(Fu)u = a = b = a,~Quu =
a — b = a},donde b es la primera constante en L™ del mismo
tipo que u nuevaa ', U {641}

Obsérvese que, por hipétesis, I'g es E-RRC; j-consistente.
Por otra parte, mediante generalizacién universal, A8—A9, ope-
raciones logicas elementales y el supuesto que £-RRC); es
una extensién propia de RRC);, puede mostrarse (por reduc-
tio ad absurdum) que I',+) es E-RRC:‘\j-consistente, si 'y
es L-RRC};-consistente. De acuerdo con esto, concluimos
que I = U,¢, I'n es E-RRC;-consistente. Por el método
de Lindenbaum, extiéndase I'* a un conjunto K, el cual es
méximamente L-RRC};-consistente. Nétese que, por cons-
truccién, K es w-completo.

Sea [t](¢ € MEy(L")) la clase equivalencial determinada
per la relacién de equivalencia “=”, definida como sigue:

tx~t siysélosi t=¢ €K
Sea SK la siguiente estructura: (D,E,Cj,X(jny, Yo, H,f)n €
w,j € w19}, donde
1) D = {[t] | t € MEo(L")}

2)E = {[t) € D | (3x)x =t € K,x noes libre en t}
3)C; = {[t] € D| (Fx)x =t € K,x no es libre en ¢}
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4)Y, ={t] €D |t € ME,+1}

5)Xjm = {[1 €Y, | (FF)t =F €K,Fnoeslibreentyes
del mismo tipo que ¢}

6) f es la funcién de identidad en D, esto es, f([t]) = [t], para
todo [t] € D

7)}H = Uneo{{[7), ([t2], - - -, [£a])) E Yo X D* | 701 .. .8, €
K

Demostramos que SX es una estructura RRC*:

WMECDXjnCY,yH C Urew{Yn X D*} (directamente
de las definiciones);

2D #0yY, # 0 (dado que t = ¢ € K, para cualquier
s € MEoL®)y MEL(L*) # 0);

(3) Y.NY, = 0 (pues MEn+1(L+) N MEm+1(L+) = m)a para
m # n;

(4) G CE.

Demostracnén supéngase que @ € C;. Por el supuesto y
la definicién de Cj, a = [¢] para alguna t € MEo(L™) tal
que (3x)x = t € K. Por (3/Ul/o), All y modus ponens,
(Fx)x =t € Ky,asf,a =[t] €E.

(5)Cx C Gy sik <.

Demostracién: supéngase que a € Cj. Por el supuesto y
la definicién de Ci, hay un ¢t € MEO(L+) tal quea = [t]y
(3*x)x =t € K. Por T1 y modus ponens, (3/x)x =t € K y, asf,
a =[t] €.

(6) Xk,n) € X(jyn)o ik <.
Demostracién: similar a la de (5), pero tdsese T2 en lugar de

T1.

(7) Dado que f es una funcién de identidad sobre Dy Y, C D
(para todo n € w), solamente queda por demostrar la clausula

(b).
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Demostracién de la cldusula (b): supéngase que z €
Unew X(j,n)- Por el supuesto, para alguna n € w, hay una
m € ME, 4+ tal quez = [n]y (BJF")W = F € K. Entonces
(por A10, (3//UV/o) y modus ponens) (Fx)m = x € K. Asf, por
la definicién de £,z = [7] = f([7]) € C;.

Sea g la funcién con Lt como domlmo tal que para todo
c€L*, g(c) = [c]. Sea MK = (SK g). Claramente MX es un
modelo RRC*-L*, pues ya se mostré que SX es una estructura

RRC*.

Nétese que (por la construccién de K) si ¢ es un término de
L™ del tipo n, entonces existe una constante b € L* del tipo
n tal que ¢ = b € K. Por lo tanto, para toda asignacién A en
Sk y conjunto finito de variables {a1, . . . , @, }, hay un conjunto
finito {81, . ..,b,} de constantes tal que

(1) a; es del mismo tipo que b;, y

(2) A(a) = [b:).
Si6€ME(L"), entonces sea VL(6) = {dy,...,dn,%1,...,%m}
el conjunto de todas las variables libres en § y, relativo al
subconjunto VS(8) = {di...d,} de VL(J), sea {b1,...,b,}
el conjunto de las primeras constantes que cumplen ;:on las

condiciones anteriores (1) y (2). Definimos 6,4 como
sigue:

8 = 4o 6(b1/dy, . . ., bn/dy).

Cuando VL(6) = VS(6), entonces escribiremos 4.
Sea VAL 4 la funcién con ME(L*) como dominio tal que para
todo 6 € ME(L™):

(1) si 6 es una variable, entonces VAL4(6) = A(6) si 6 es una
constante en L, entonces VAL4(6) = g(6)

() si 6 es m(ay,...,a,) (tal que @ € ME 1 (LY)) y
al,...,an € MEO(L+) entonces VAL4(8) = [[A16]4]
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(3) si 6 es [Mx)...%,0] (tal que © € ME}(L")), entonces
VAL4(6) = [64]
(4) si 6 es -7, entonces VAL4(8) = [[A16]4]
(5) si 6 es (u — T), entonces VAL4(0) = [[A1614]
(6) si 6 es (Vx)u, entonces VAL4(8) = [[A1614]
(7) si 6 es (Y™x), entonces VAL4(6) = [[A16]4]
(8) si 6 es (Y"F™)u, entonces VAL4(8) = [[A1614]
(9) si 6 es [M ], entonces VAL4(6) = [64]
(10) si 6 es @ = b, entonces VAL4(8) = [[A'6]4]

Demostramos, por induccién sobre el conjunto de expresiones

significativas de LY, que VAL4 cumple las condiciones para

valpy, 4 en la definicién de una interpretacion MRRC*-L:
Demostracién: Sea § € ME (LH).

(1) Claramente, VAL4 cumple las cldusulas correspondientes
cuando § es una variable 0 § € L*;

(2) si 6 es m(ai,...,a,) (tal que m € ME 1 (L)) ye1,.

a, €M Eo(L+) entonces VAL, (6)H () siysélosi (por de-
finicién) [A! 7r(a1, .yan)]4 € K siysélosi (pues por (M-
CONV), 0 < [Mo]esun esquema que puede ser probado
en RRC};) m(ay,. - ., @,)4 €K si y sélo si (por definicién)
[WA]H([alA], o [anA]) si y sblo si (pues f(VAL4a(an)) =
[amal, para 1 < m < n) VALy(m)H{f (VALA(a1), - . -,
F(VAL(a,))

(3) sides [/\Jxl .%,0] (donde © € ME (L)) yt1,...,t, €
MEO(L ), entonces VAL4([Mx. . %, ODH([11],. . ., [t,,])
si y sélo si (por las definiciones) [/\Jxl 2,014 (t1,

t,) € K si y sélo si (por \-CONV y, si es necesario rees-

cribir variables, Rw;)(3/x1) . . . (Fx,)(x1 = 11 & ..

t,, &9("""")) € K (donde x; no es libre en cualqu1er
»para 0 < i,j < n)siy s6lo si (por w-completitud

y EG/o) hay constantes ci...c, tales que (3z))(x =



(4)

(5)

(6)

cl)& L& Fran)on =ca) & (1 =1 & . en =1 &
SH tey.an) (c1/x1. . c,,/x,,) €K siysélosi (por LL* y def. de
C; ) hay constantes cj. . . ¢, tales que ([t1],. .., [ta]) € ct

yer = 0 &...cp = t,,&@(xl #n) (c1/%1-.-cn/%n) €
K siy sélo si (por construccién de K, LL* y deﬁniciones)
(1), - - -5 [£a]) € (G)" Y Opge1/x1...tnl/2n) € K 51y s6l0
si (por (M -CONV) y definiciones) ([t1], - ., [ta]) € (C})"
Y VAL /x1,....[en) /) (OVH

si 8 es =T, (4 — T) o [M 1], entonces ficilmente puede
mostrarse que VAL, cumple las cldusulas correspondien-
tes mediante la hipétesis de induccién. El caso en el que
6 es a = b puede demostrarse por un argumento similar
al de las férmulas atémicas;

si 6 es (V"F™)u entonces VALA((S)H () siysélosi (por
definicién) [A(V"F ")uA] € K siy sélo si (por (M-

CONYW)) (V™*F™)u4 € K siy sélo si (por w-completitud de
K y 3/UI), para todas las constantes ¢ del mismo tipo que
F,si(A™F)F = c €K, entoncesyA(c/F) € K; siysélosi
(por LL*, construccién de K y (A -CONYV) para cualquier
constante ¢ del mismo tlpo que F,si @™F)(F = ¢) € K,
entonces VAL 4 (0] A)(u)H
Nétese que d € X(nn) si y sblo si hay una constante
¢ del tipo n tal que [c] = dy 3"F)F* = ¢ € K.
Entonces, (V"F)u4 € K siy sélo si para todad € X( ),
VAL ya/ry(H( )

Por un argumento similar al anterior, se puede probar que
VAL, cumple con las cldusulas correspondientes cuando

§es (V) o (Vx)u

Por lo tanto, dado que VAL4 cumple con las condiciones para
valy, 4, MX es una interpretacién MRRC*-L*.Sea AKX la asig-
nacién en SK tal que AX (1) = [u], donde u es una variable de
predicado o de individuo. Ahora bien, es obvio (por LL* y las
definiciones) que 6K € K si y sélo si § € K. Por otra parte,
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de la definicién de VAL4 se sigue que VAL4(6)H( ) si y sélo
si 04 € K, para cualquier asignacién A y fbf 6. Por lo tanto,
VALg((&)H ( )siysélosi 6§ € K. De este modo AX satisface a T
en M* . También todo axioma de E-RRC:‘\ j es verdaderoen M K.
asimismo MP y UG preservan la verdad en MX. Restrinjase
MX a L. Obtenemos, entonces, una interpretacién A/ RRC*-L
y asignacién AKX que satisface a T

Q.E.D.

4. Aspectos filoséficos representados en la semdntica

Hay dos tendencias generales con respecto a la naturaleza de
la predicacién: una en la cual la predicacién se toma como
fundamental e irreductible, y otra en la que se interpreta en
términos de pertenencias a un conjunto. Cuando la predicacién
se toma como fundamental, sus caracteristicas estaran determi-
nadas por el contexto filos6fico presupuesto: diferentes teorias
filoséficas de la naturaleza de los universales, tales como el
nominalismo, realismo légico y conceptualismo, resultardn en
diversas concepciones de cudles han de ser los aspectos esen-
ciales en la predicacién.?

La seméntica estdndar para légicas de segundo orden, sea
de modelos simples o generales, se ubica dentro de la segunda
tendencia relativa a la predicacién y, por esta razén, asigna con-
junto a las variables y constantes de predicados. Es suficiente
recordar que en esta semdntica “P(a) . ..a,)” es verdadera si
y s6lo si el n-tuplo de los objetos designados por “a;”. ..y “a,”
pertenece al conjunto que “P” representa. Esta perspectiva no
estd en concordancia con las caracteristicas propias del con-
ceptualismo realista ramificado, teoria filoséfica que se ubica
mds bien dentro de la primera tendencia con respecto a la na-
turaleza de la predicacién. En esta forma de conceptualismo, a

3 Para detalles del modo en que esas teorfas condicionan la predica-
cién, ¢fr. Cocchiarella, 1986.
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diferencia de lo asumido en la semdntica estdndar, los predi-
cados representan conceptos y la predicacion no se interpreta
como una relacién de pertenencia de un objeto en un conjunto,
sino més bien como una relacién irreductible: la relacién que
se presenta cuando un objeto cae dentro de un concepto. Por
otra parte, de acuerdo con la misma teorfa filoséfica, los con-
ceptos han de ser vistos como capacidades congnoscitivas para
clasificar e identificar objetos, es decir, como entidades pro-
piamente intensionales. Por los aspectos sefialados, es evidente
que cualquier semantica formal que trate de incorporar propia-
mente la perspectiva conceptualista de la predicacién tendrd
que separarse necesariamente de la estdndar. De ahi que que-
ramos explicar, a continuacién, en qué forma la semantica que
hemos formulado se diferencia de la estdndar y mostrar hasta
donde es que logra representar aspectos propios del concep-
tualismo.

De los diversos elementos que componen nuestra semantica
hay varios cuya funcién es evidente: el conjunto D claramen-
te constituye el conjunto de individuos, pues las variables y
constantes individuales toman sus valores en ese conjunto; el
conjunto E representa el conjunto de individuos existentes, ya
que es el dominio del cuantificador universal de individuos
y, finalmente, el conjunto Y, es el conjunto de los universa-
les correspondientes a predicados de adicidad n, debido a que
las variables y constantes de predicado de adicidad n toman
sus valores en este conjunto. La seméntica exige, mediante la
clausula (6), que ningiin universal de adicidad n ha de ser de
adicidad m y viceversa, si m # n. Nétese que no hay nada
en la semdntica que nos obligue a pensar en los elementos de
un conjunto Y, de universales como entidades extensionales,
como es el caso de los conjuntos. Es nuestra intencién, més
bien, que se piense en los universales de Y, como conceptos y
es, sobre esta base, que tienen sentido las cldusulas impuestas
a los diversos elementos de la semantica.
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De acuerdo con el conceptualismo ramificado, la formacién
de conceptos constituye una jerarquia infinitamente enumera-
ble de niveles, en la cual los conceptos formados en un nivel
son tomados como base para la formacién del siguiente ni-
vel mediante la cuantificacién sobre todos aquellos conceptos y
la clausura de lo resultante bajo las operaciones booleanas. Los
conceptos formados en esta jerarquia los llamaremos “cons-
tructivos” o “predicativos” debido a que su desarrollo se da
en concordancia con el principio de circulo vicioso de Rus-
sell, aplicado a la formacién de conceptos. El conjunto de con-
ceptos predicativos de adicidad n construidos en determinado
nivel j de formacién de conceptos estard representado en la
semdntica por el conjunto X; »). Evidentemente, cada concep-
to formado de acuerdo con los principios del conceptualismo
ramificado ha de ser considerado como miembro del conjunto
de conceptos (sean predicativos o no). Esta idea estad expre-
sada en la cldusula (4), en la que se afirma que el conjunto
de conceptos de adicidad n debe contener el cojunto de con-
ceptos predicativos de adicidad n formados en cualquier nivel.
Otro aspecto importante de la estructura de la formacién de
los conceptos predicativos es el cardcter acumulativo de cada
nivel de formacidn, es decir, los conceptos construidos en de-
terminado nivel constituirdn conceptos de cualquier nivel su-
perior de formacién. De ahf la cldusula (3) de la semantica, en
la cual se exige que Xj ») sea un subconjunto de X ») cada vez
quej < k.

La versién de conceptualismo asumida en este articulo tam-
bién postula objetos correlacionados con los conceptos predi-
cativos. Tales objetos los llamaremos “constructivos” y consti-
tuiran la referencia de las nominalizaciones de los predicados
que designan conceptos constructivos o predicativos. La corre-
lacién de conceptos predicativos con los objetos constructivos
estaré representada en la semantica por la funcién f. Precisa-
mente, la cldusula (10b) en la caracterizacién de esta funcién
expresar4 el supuesto de que habra un correlato a todo con-
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cepto constructivo. Los objetos constructivos, de acuerdo con
el conceptualismo realista ramificado, han de tomarse como
existentes, supuesto que es expresado por la cldusula (2) de
la semdntica. Cada conjunto de estos objetos existentes corre-
lacionandos con los conceptos de determinado nivel j se encon-
trard representado en la seméntica por el conjunto C;. Debido a
la naturaleza acumulativa y jerarquizada de la formacién pre-
dicativa de conceptos, los objetos constructivos han de verse
en forma igualmente jerarquizada y acumulativa. Por ello, la
cldusula (5) de la seméntica, donde se exige que C; sea un
subconjunto de Cj en el caso de quej < k.

Mencionamos anteriormente que la forma de conceptualis-
mo asumida en este articulo ve en la predicacién una relacién
irreductible, no interpretable en términos de pertenencia a un
conjunto. Esto es uno de los aspectos que nuestra semdntica
permitiria incorporar, pues la predicacion en ella no se inter-
preta como la relacién de pertenencia a un conjunto, sino que
se deja abierta la posibilidad de que constituya una relacién
fundamental entre el universal y los objetos de los cuales éste
se predica. Esta relacién de predicacién tomada en sentido ex-
tensional es la relacién H definida por la clausula (9) relativa
a una estructura RRC*. Nétese que cada miembro en relacién
H constituye un par ordenado, donde el primer elemento de
este par es un universal perteneciente a algin conjunto Y, de
universales de adicidad n y el segundo elemento es un n-tuplo
de elementos del conjunto D. De este modo, el que un univer-
sal se relacione con un n-tuplo de individuos por la relacién
H indicara que ese universal se predica de los individuos per-
tenecientes al n-tuplo. Nuestra semdntica, a diferencia de la
estdndar, interpretard la predicacién no en términos de per-
tenencia a un conjunto, sino mas bien respecto a la relacién
H : P(a; . ..a,;) sera verdadera si y sélo si el n-tuplo de obje-
tos designados por “a;”...“a,” se encuentran en la relacién
H con el universal designado por “P”.
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Hemos mostrado en qué forma los elementos en nuestra
semdntica permiten representar diversos aspectos del concep-
tualismo ramificado. El carécter jerdrquico y acumulativo de
los conceptos predicativos, la correlacién de estos conceptos
con ciertos objetos, la diferenciacién de estos correlatos con
otros objetos existentes son todos aspectos de esa versién de
conceptualismo que se capturan en la semdntica. Es importan-
te hacer notar que la semdntica no excluye la posibilidad de
conceptos no predicativos de adicidad n, los cuales, si exis-
tieran, tendrian que ser miembros del conjunto Y,. Esto sig-
nifica que la semdntica podria permitir representar algunos
aspectos del llamado “conceptualismo ramificado holistico”,
segin el cual la formacién de conceptos incluye concep-
tos impredicativos, cuya construccién presupone la formacién
predicativa.

Ademaés de mostrar aquellos aspectos del conceptualismo
realista ramificado representados en la semantica, también
hemos indicado dos de los aspectos esenciales que diferencian
esta semdntica de la estdndar: el dejar abierto, por una parte,
la posibilidad de que las variables y constantes de predicados
designen entidades que no sean conjuntos y, por otra parte, la
posibilidad de que la relacién de predicacién sea irreductible
y diferente de la de pertenencia de un objeto a un conjunto.
Estos elementos justifican el interés que posee esta semdntica
como alternativa de la estandar.
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SUMMARY

We develop a second order logical system with ramified lambda op-
erators, having ramified conceptualism as its philosophical back-
ground. Such a system is shown to relatively consistent. Finally, we
construct a non-standard second order semantics and prove a com-
pleteness theorem with respect to a uiotion of validity, provided by
the semantics, and certain extensions of the second order system.
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