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Introducci6n

Los sistemas lógicos de segundo orden, cuyo contexto filosófico
es el conceptualismo ramificado, han sido enunciados, por
ejemplo, en Cocchiarella (1986 y 1986b) Y Freund (1989 y
1991). Estos sistemas introducen infinito número de cuantifi-
cadores, correspondientes al conjunto de niveles de formación
predicativa de conceptos (igualmente enumerable en forma in-
finita) que postula el conceptualismo ramificado. Sin embargo,
el operador lambda (operador en estos sistemas) no está igual-
mente ramificado: su alcance involucra la totalidad de los ob-
jetos del dominio. En la primera parte de este artículo construi-
mos un sistema en el que esto no sucede, esto es, un sistema de
segundo orden con un número infinito de operadores lambda,
tal que el alcance de cada uno de éstos constituye el conjun-
to de todos los correlatos de conceptos formados predicativa-
mente en cierto nivel. Denominamos este sistema "RRC!i" y

• He de agradecer al comité editorial de la revista Crítica algunas
sugerencias a la primera versión de este escrito y a la Universidad Nacional
de Costa Rica por haberme librado parcialmente de mis labores docentes,
lo cual me permitió llevar a cabo la investigación cuyos resultados son
descritos en este artículo.
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mostramos su consistencia relativa. En la segunda parte des-
arrollamos una semántica formal de segundo orden, la cual no
es del tipo estándar r' Respecto de la noción de validez, dada
por la semántica, probamos un teorema de completitud relati-
vo a ciertas extensiones de RRC:\j. En el artículo asumiremos
que se tiene familiaridad con el contexto filosófico y el contexto
lógico descritos en Cocchiarella (1986b) y Freund (1989).

l. Sintaxis
Entenderemos por un lenguaje L un conjunto enumerable de
constantes de individuos y de predicados. Asumiremos la dis-
ponibilidad de una cantidad enumerable de variables de indi-
viduos tanto como de variables de predicados de adicidad n
(para todo número natural n). También usaremos 'x','y','z', y
'w', con o sin subíndices, para referimos en el metalenguaje a
variables de individuo y 'F'" ,'en, y 'R'" para referimos a va-
riables de predicados de adicidad n. A menudo omitiremos el
supraíndice cuando, dentro del contexto, sea claro el grado de
la variable de predicado o cuando no tenga importancia su adi-
cidad. Por conveniencia, también usaremos "u" para referimos
a las variables en general. Como constantes lógicas primitivas
tomaremos -, -', >J, =, 'V y 'Vi (para todo entero positivoj).

Dado un lenguaje L, definimos recursivamente el conjunto
de las expresiones significativas de tipo n de L (en símbolos,
MEn(L» como sigue:

(1) Toda variable o constante de individuo está en MEo(L).
Toda variable o constante de predicado de adicidad n está en
MEn+1(L) Y MEo(L).
(2) Si a,b E MEo(L), entonces (a = b) E ME1(L).

1 Es importante hacer notar que la semántica desarrollada aquí es una
modificaci6n de la semántica formulada originalmente en Simms (1980).
Esta última fue construida para un sistema de segundo orden cuyo contexto
filos6fico es el realismo lógico,
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(3) Si 'Ir E MEn+1(L) Y al, ... ,an E MEo(L), entonces
'Ir(a1 ... an) E ME1(L).

(4) Si 8 E ME 1(L) YXl, ••• ,xn son variables de individuo dis-
tintas (una con respecto de la otra), entonces [Aix1 ... xn8] E
MEn+1(L).

(5) Si 8 E ME1(L), entonces r-é E ME1(L).

(6) Si 8, u E ME1(L), entonces (8 -+ u) E ME1(L).

(7) Si 8 E M E1(L), X es una variable de individuo, F una varia-
ble de predicado y j un entero positivo, entonces (Vx)8, (Vix)8
y (ViF)8 E ME1(L).

(8) Si 8 E ME1(L), entonces [Ai8] E MEo(L).

(9) Si n > 1, entonces MEn(L) S; MEo(L).

Sea ME(L) = UnEwMEn, esto es, el conjunto de expresiones
significativas de L. Usaremos "8", "J.L", "u", "'Ir" y "a" para
referimos a las expresiones significativas de L.

Cuando t E MEo(L), diremos que t es un término de L.
Usaremos "a","t" y "b",con o sin subíndices numéricos para
referimos a los términos en general. Por otra parte, para todo
n E w, entenderemos MEn+1 como el conjunto de predicados
de adicidad n. Si u E ME1(L), entonces diremos que u es
una fórmula bien formada de L (o en forma abreviada, que u
esfbf de L). Nótese que por la cláusula (9), para n > 1, todo
predicado de adicidad n puede ser transformado en un término.
Para n = 1, sólo lasfbf con el operador lambda como prefijo
(esto es, de la forma [Aiu], donde u es unafbf) son términos.

Ahora bien, si 8, J.L E ME(L), definimos "8 es una subexpre-
sión de J.L" ("subexp", para ser más breve) como sigue:

a) J.L es una subexp de J.L

b) si 8 es una subexp de J.L y es de la forma 'Ir(t1 ... tn), donde
'Ir E MEn+ 1(L) YtI ... tn E MEo, entonces "'Ir" y "tI" ... "t;"
son subexp de J.L
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c) si 8 es una subexp de ¡.¡, y es de una de las formas u --+
a, ...,u,pJxl" .xnu], (\tx)a o (\tiu)a, entonces u, a son su-
bexp de p:

Se dice que una aparición de una variable de individuo x en
una expresión 8 es una aparición ligada si es una aparición
en una subexp de 8 de la forma (\tx)u, (\tix)u o [Aiy1 .. 'Ynu],
donde x = Yi, para alguna Yi; de otro modo diremos. que es una
aparición libre. Se dice que una aparición de una variable de
predicado F en una expresión 8 es una aparición ligada si es
una aparición en una subexp de 8 de la forma (\ti F)u; de otro
modo, diremos que es una aparición libre. Una aparición de un
término t en una expresión 8 es ligada si alguna aparición de
una variable en t es libre en t pero ligada en 8. Los términos
libres y ligados de una expresión son los términos que tienen
apariciones libres o ligadas en esa expresión.

Donde "t" y "a" son términos, entenderemos por 8(t/a) la
expresión que resulta de reemplazar cada aparición libre de
"a" por una aparición libre de "t", si tal expresión existe, en
cuyo caso diremos que t está libre para a en 8; si tal expresión
no existe, entonces 8(t/a) será 8 misma.

El sistema RRCAi
Axiomas:

(Al) todas lasfbf tautológicas

(A2) (\tx)(¡.¡,--+ u) --+ ((\tx)¡.¡,--+ (\tx)u)

(A3) (Viu)(¡.¡, --+ u) --+ ((\tiu)¡.¡, --+ (\tiu)u)

(A4) u --+ (\tx)u, donde x no aparece libre en u

(AS) u --+ (Viu)u, donde u no aparece libre en u

(A6) (\ti u)u --+ ("fu)u i ~ j
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(A7) a = a

(A8) (V'x)(3y)x = y

(A9) (V'jx)(:3ky)(x = y)

(A 10) (V'jF)(:3ku)(F = u)

(AH) (V'jx)(:3y)(x = y)

(Aj-CONV) [Ajxl" .xnulal" .an) +-+ (3jx¡) ... (3jXnXxl =
al & ... & xn = an & u) (en el supuesto de que Xi no es libre
en cualquier ak (O< i, k ~ n)

(Rwj) [Ajxl" .xnu] = [AjYl" 'YnU(Y¡/Xl" 'Yn/xn)], donde
ninguna Yi aparece en u

. <kJ_

. < kJ-

(LL*) a = b --+ (u +-+ Ji.), donde Ji. viene de u mediante la
susti tuci6n de una o más apariciones libres de a por apariciones
libres de b,

(CP~!*) (V'jy¡) ... (V'jYn) (V'jFl) ... (V'jFn) (:3jG) (G =
[Aj- xl ... xnu]), donde: 1) u es unafbf en la cual no hay
constantes y no aparece signo de identidad alguno; 2) G es
una variable de predicado de adicidad n que no es libre en
u; 3) para toda k? j, "(V'k)" no aparece en u y Fi, ... .F, son
todas las variables de predicados distintas (una con respecto
a la otra) que aparecen libres en u y y¡ .. 'Ym, Xl, ... ,xn son
todas las variables de individuo distintas (una con respecto a
la otra) que aparecen libres en u; 4) para toda k ? j, ningún
operador lambda ramificado Ak aparece en u.

Reglas:

Modus ponens (MP): si u y u --+ 6, entonces 6.
Generalizaci6n universal (VG): si u, entonces (V'x)u y (V'ju)u.

Diremos que u es un teorema de RRC* j (en símbolos,
I-RRC*. u si y s610 si existe una secuencia 81 ••• 6n = u de

Al
lasfbf tal que, para cualquier n ? i ? 1,6i es un axioma o
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se sigue de miembros anteriores en la secuencia por una de las
reglas. Definimos también las siguientes expresiones:

a) r rRRC -. u si y sólo si existen algunasfbf 81 ... 8,. E r tal
~J *que (81 & ... & 8,.) -. u es un teorema de RRC,Xj;

b) r es RRC~rconsistente si y 8610 si no existe unafbf 8 tal
que r rRRC* . ...,(8-. 8);

~J

c) r es máximamente consistente si y sólo si r es RRC~r
consistente y para todafbf u, U E ro rvr E I';
d) res w-completo si y sólo si se cumplen las siguientes condi-
ciones: 1) si (3x)u E r, entonces existe un término t, el cual es
libre para x en u, tal que u(t/x) E r y (3x)(x = t) E r, y 2) si
(3i u)u E r, entonces existe un término t del mismo tipo que u
y libre para u en u, tal que u(t/u) E r y (3iu)(u = t) E r;
e) ~ es una extensiéti normal de RRC~j (en símbolos, ~-
RRC~j) si sólo si ~ es una extensión axiomática de RRC~j
y se encuentra cerrada bajo las mismas reglas de RRC~j;
f) ~-RRC~j es una extensi6npropia si y sólo si, para todafbf u,
si U es un teorema de ~-RRC~j, entonces, si "t" y "a" son
términos del mismo tipo, u(t/a) es un teorema de ~-RRC~j;
(definimos "teorema de ~-RRC~j "en forma análoga a como lo
hicimos con "teorema de RRC~j").

Los siguientes teoremas serán de utilidad más adelante:

TI. (3kx)(x = t) -. (3ix) (x = t) k ~ j
(Demostración: por A6, lógica proposicional y definiciones.)

T2. (3kF)(F = t) -. (3iF)(F = t) k ~j
(Demostración: por A6, lógica proposicional y definiciones.)

T3. p,mu] +-+ [A"u], para cualquier m, n > O
(Demostración: por Ai -CONV y lógica proposicional.]

Los siguientes principios pueden demostrarse fácilmente
a partir de LL*, ve, lógica proposicional y definiciones de
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cuantificadores existenciales:

(3i/UI/o) (3ix)(x = u) -+ (Vix)a -+ a(u/x), en el supuesto
de que u sea libre para x en a
(3i /VI/) (3i F)(F = G) -+ (Vi F)a -+ a(G / F), en el
supuesto de que G sea libre para F en a
(3/VI/o) (3x)(.x = y) -+ (Vx)a -+ a(y Ix), en el supuesto de
que y sea libre para x en a
(EG/o/j) (3ix)(x = u) -+ (a(u/x) -+ (3ix)a), en el supuesto
de que u sea libre para x en a
(EG) (3iF)(F = G) -+ (a(G/F) -+ (3iF)a), en el supuesto
de que G sea libre para F en a
(EG/o) (3x)(x = y) -+ (a(y/x) -+ (3x)a), en el supuesto de
que y sea libre para x en a

Consistencia relativa de RRC>'i

Considérese el sistema RRC*, enunciado en Cocchiarella
(1986b). Agréguese a la base axiomática de este sistema el si-
guiente esquema:
EXT ((Vx¡) ... (Vxn)(a +-+ /l)) -+ [,XxI ... xna] =
[,XxI ... xn/l]·

Denominaremos este nuevo sistema "RRC* + EXT". De los
resultados en Freund (1989), se sigue la consistencia relativa
de RRC* + EXT al sistema T+ EXT formulado en Cocchiarella
(1986). Demostraremos ahora que el sistema RRC>'i es relati-
vamente consistente al sistema RRC* + EXT.

Metateorema:

Si RRC* + EXT es consistente, entonces RRC>'i es consistente.
Demostración: asúmase la hipótesis del metateorema. Sea!

la función con M E (L) como dominio tal que, para toda 6 E
ME(L):
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l)si 8 es una variable o constante, entoncesf(8) = 8;

2) si 8 es de la forma 7I"(tl ... tn), entoncesf(8) =
(f(7I")(f(tI) .. .f(tn)));
3) si 8 es de la forma '0', (O' ---+ r), (Vy)O', a = b, (ViF)O'
o (Viy)O', entoncesf(8) = of(0'),f(8) = (f(0') ---+ f(r)),
f(8) = (Vy)f(0'),f(8) = (f(a) = f(b)),f(8) = (ViF)f(O'),
f(8) = (Viy)O' respectivamente;

4) si 8 es de la forma [Aixl XnO'], entonces f(8) =
[,XxI ... xn{3iyI) (XI = YI) & & (3iYn)(xn = Yn) &f(O')]
(donde, para todo m tal que O < m ~ n, Ym es la m-ésima
variable del conjunto de variables de individuo diferentes de
cualquiera de las variables Xl ••• xn).

Nota 1. Por inducción sobre el conjunto de expresiones signi-
ficativas de L, fácilmente se puede mostrar que, para todo O' E
ME(L) Yvariables de individuo x, y,f(O'(x/y)) = f(O')(x/y).
Nota 2. Si O'es unafbf yj el supraíndice más grande que apa-
rece en cualquier cuantificador u operador lambda ramificado,
entonces, por inducción sobre el conjunto de subexpresiones
de 0', se puede mostrar fácilmente que, para cualquier subex-
presión 8 de 0', si k es un supraíndice en un cuantificador ra-
mificado que aparece enf(8), entonces k ~j.

Nota 3. Los valores def son evidentemente fórmulas de RRC*.

Mostraremos ahora que si I-RRC*. 0', entonces I-RRC* + EXT
Al

f(O'), para todafbf 0'. Supongamos entonces que I-RRC*. 0'.
Por definición, existe una secuencia 81... 8n = O' t~las

fbf de ME(L) tal que cada una de ellas es o bien un axioma
de RRC~j o se obtiene de lasfbf anteriores en la secuencia
por modus ponens o generalización universal. Sea A = {i E
wl I-RRC*+EXT f(8i)}. Es obvio que A ~ w. Por inducción
fuerte mostramos que w ~ A. De este modo supóngase que
para todo k < i, k E A. Tenemos que considerar tres casos:
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Primer caso: 8i es un axioma.

(i) Si 8i es un axioma de RRC~j del tipo Al, A2, A3, A4, AS,
A7, A8, AH o LL*, entonces puede verse fácilmente quef(8i)
sería un axioma de RRC*+EXT del tipo Al, A2, A3, A4, AS,
A7, A8, AH Y LL*, respectivamente.

(ii) Si 8i es (Vix)(3ky)(x = y) o (ViF)(3ku)(F = u), para
algunos j, k E w y j ~ k, esto es, un axioma de RRC~j del
tipo A9 o AlO, entonces en ambos casosf(8i) = 8i. Pero 8i
en cualquiera de los dos casos es un teorema de·RRC*+EXT,
como ha sido mostrado en Cocchiarella (1989b).

(iii) Si 8i es (Viu)CJ -+ (Tfu)CJ, para algunos i,j E w tal que
i ~ j y algunafbf CJ,esto es, un axioma RRC~j del tipo A6,
entoncesf(8i) sería (Viu}f(CJ) -+ (Tfu}f(CJ), lo cual es un teo-
rema de RRC* + EXT como ha sido mostrado en Cocchiarella
(1986b).

(iv) Si 8i es [,XiXI ... xnCJ](al.' .an) +-+ (3ixI) ... (3ixn)(XI =
al & ... &xn = an & CJ) (en el supuesto de que Xi no es libre
en cualquier ak, (O< i, k ~ n) y algunafbf CJ), entoncesf(8i)
sería

[Axl .. 'Xn (3iyI) (Xl = yI) & ... & (3iYn) (Xn = Yn) &
f(CJ)](al ... an) +-+ (3ixI) ... (3jXn)(XI = al & ... &Xn =
an &f(CJ»

de lo cual se puede mostrar que es un teorema de RRC* + EXT
mediante lógica proposicional elemental, los axiomas A9, A8,
AH, 'x-CONV de RRC*+EXT, los teoremas (3/UI*0/j),
(EG/o/j) (esto es, los principios de instanciación existencial y
generalización existencial de RRC* + EXT) y las reglas de mo-
dus ponens y generalización universal de RRC* + EXT.

(v) Si 8i es [,XiXI ... xnCJ] = [,XiYl ... YnCJ(YI/XI" 'Yn/xn)],
donde ninguna Yi aparece en CJ,entonces f (8i) sería

[AxI ... xn(3izl)(XI = zl)& ... &(3izn)(xn = zn)&f(CJ)] =
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[AY¡ ... Yn(3iwI)(n = WI)& ... &(3iwn)(Yn = Wn)&
f(a(Y¡/XI" . Yn/Xn))] ,
donde

a) para todo 0< i ~ n, ninguna Yi aparece en a
b) para todo m tal O < m ~ n, Zm es la m-ésima variable del

conjunto de variables de individuo diferentes de cualquiera de
las variables Xl ... Xn

e) para todo m talO < m ~ n, Wm es la m-ésima variable del
conjunto de variables de individuo diferentes de cualquiera de
las variables YI ... Yn'
Sean kl ... k« variables de individuo tales que, para O < m ~
n, km es la m-ésima variable del conjunto de variables de
individuo diferentes de cualquiera de las variables Xl ... Xn,

YI·· ·Yn,ZI·· 'Zno WI·· .Wn·
Por el axioma Rw de RRC* +EXT, la siguiente fórmula es

un teorema de RRC* +EXT

(1) [,\xl ... xn(3ikl)(XI = kl) & & (3i~n)(Xn = kn) &
f(a)] = [Ay¡ ... Yn(YI = kl)(3J k¡) & & (3J kn)(Yn = kn) &
if(a))(yI/xI" 'Yn/Xn)]'
Pero, por la nota 1 a la definición de la funciónf, esta fórmula
es igual a

(2) [,\xl ... xn(3ikl)(XI = kl) & & (3i kn)(xn = kn) &
f(a)] = [AYI ... Yn(3ikl)(YI = k¡) & & (3ikn)(Yn = kn) &
f(a(YI/xI" 'Yn/xn))]'

Ahora bien, por el axioma EXT, lógica proposicional elemen-
tal, el teorema de intercambio de variables y generalización
universal de RRC* +EXT, las fórmulas

(3) [,\xl" .xn(3ikl)(XI = kl) & & (3ikn)(xn = kn) &
f(a)] = [,\xI ... xn(3izl)(XI = ZI)& &(3izn)(Xn = Zn)&
f(a)]
y
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(4) [Ay! ... Yn(3ikI)(Y! = k¡) & ... & (3ikn)(Yn = kn) &
f(a(y!/x¡ .. 'Yn/xn))] = [Ay¡ .. 'Yn(3iwI)(y¡ = W¡) & ... &
(3iwn)(yn = wn) &f(a(y¡Jx¡ .. 'Yn/xn))]
son teoremas de RRC*+EXT. De (3), (4) Y (2), por el axioma
LL* de RRC*+EXT, se sigue quef(Di) es un teorema de este
sistema.

(vi) Si Di es un axioma del tipo (CP..\jl"), entonces fácilmente
se puede ver, por la nota 2 a la definición de la función f, que

f(Di) sería un axioma del tipo (RRCP*!).

Segundo caso: Di se obtiene por modus ponens, esto es, existen
k, m < i tal que Dm = (Dk ----+ Di). Este caso se sigue
directamente de la hipótesis de inducción.

Tercer caso: Di se obtiene por generalización universal, esto es,
hay un k < i tal que Di es 0fX)Dk,0fiX)Dk o ('vi F)Dk. Por la
hipótesis de inducciónf(Dk) es un teorema de RRC* + EXT y,
entonces, por la regla de generalización universal de RRC* +
EXT, 0fx)f(Dk), (Vix)f(Dk) y (ViF)f(Dk) serían teoremas de
RRC*+ EXT también. Pero, es obvio quef(Di) es (Vx)f(Dk),
0fix)f(Dk) o (ViF)f(8k).

2. Semántica formal para RRC;j

Procedemos ahora a describir la semántica formal que hemos
desarrollado para el sistema RRC;j.2 Diremos que S es una es-
tructura para conceptualismo ramificado (en forma abreviada,
una estructura RRC*), si

S = (D,E,Ci,X(j,n),Yn,H,f)n E w,j E w-{O}

donde
1) E c;, D,

2) Ci c;, E,

2 Para una explicación intuitiva de esta semántica véase el último
apartado de este artículo.
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3) Cj ~ Ck,
4) X(¡,n) ~ Yn,

5) X(¡,n) ~ X(k,n)l

6) r,n r,= 0
7) D:f 0,
8) Yn:f 0,
9) H ~ UnEw(Yn X JYl),
10) f es una función de D UnEw(UYn en D tal que

(a)f(x) = x si x E D,

(b) para cualquier j E w-{O}, si z E UnEw X(¡,n) , entonces
f(z) E e;

j ~k,

j ~k,
si n :f m,

n E w,

Continuamos ahora con la descripción de la semántica.
Sea L un lenguaje y g una función con L como dominio

tal que: a) para cualquier constante e E L, g(c) E D; b)
para cualquier constante de predicado P" E L de adicidad
n, g(pn) E Yn. Entenderemos por un modelo conceptualista
ramificado para L (en forma abreviada, un modelo RRC* -L)
un par ordenado M = (S,g), en donde S es una estructura
RRC*.

Por una asignación A en una estructura RRC* entenderemos
una función con el conjunto de variables de cualquier tipo como
dominio tal que:

(a) si x es una variable de individuo, A(x) E D,

(b) si F es una variable de tipo n + 1, A(F) E Yn (para n E w).

SiA es una asignación, entoncesA(d/u) = (A - {(u, A(u))}U
{ (u, d) }), esto es, A(d /u) es una asignación que es exactamen-
te como A con la excepción (y a lo sumo) de que asigna d a u
(donde u es una variable de individuo o de predicado). Final-
mente, por "( )" queremos designar la secuencia vacía y, por
conveniencia, escribiremos "(a, b) E H" como "aHb".
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Si L es un lenguaje y M = (S,g) es un modelo RRC*-L,
entonces diremos que M es una interpretación >JRRC* -L, si
existe una función valM definida para cada asignación A en
S tal que valM,A es una función con ME(L) como dominio y,
para cualquier 8 E ME(L), valM,A cumple con las siguientes
condiciones:

(1) si 8 es una variable, entonces valM,A(8) = A(8); si 8 es
una constante de L, entonces valM,A(8) = g(8)

(2) si 8 es 7r(a¡, ... , a,,)(talque 7rEMEn+l(L) yal, ... , a" E
MEo(L) entonces, valM,A(8)H( ) si y sólo si (valM,A(7r),
(f(valM,A(a¡)), ,f(valM,A(a,,)))) EH

(3) si 8 es (Aixl x,,8] (tal que e E MEl(L)), entonces
para cualquier dj d" E D,valM,A(8)H(d¡, ... ,d,,) si
y sólo si valM,A(dl/Xll ,dn/xn)(8)H( ) ydl, ... .d; E Cj

(4) si 8 es '1', entonces valM, A(8)H ( ) si y sólo si no es el
caso que valM, A(1')H ( )

(5) si 8 es (Ji- -+ 1'), entonces val M,A(8)H ( ) si y sólo si o bien
no es el caso que valM, A(p,)H ( ) o valM, A(1')H ( )

(6) si 8 es (Vx)p" entonces valM,A(8)H( ) si y sólo si para
cualquierd E E,valM,A(d/x)(p,)H( )

(7) si 8 es (V"'x)p" entonces valM,A(8)H( ) si y sólo si para
cualquierd E Cm,ValM,A(d/x)(p,)H( )

(8) si 8 es (V"'F")p" entonces valM,A(8)H( ) si y sólo si para
cualquier p E X(m,,,), valM, A(P/F)(p,)H ( )

(9) si 8 es (Aj p,], entonces valM,A (8) H ( ) si y sólo si
valM, A(p,)H ( )

(10) si 8 es a = b, entonces valM,A(8)H( ) si y sólo si
f(valM,A(a)) = f(valM,A(b))

Sea L un lenguaje, M = (S, g) una interpretación AiRRC*-L,
A una asignación en S, 8 E MEl(L) y E-RRC~j una extensión
normal propia de RRC¡j' Definimos satisfacción, verdad y
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validez AiRRC* -E de 6 en M como sigue:

(1) A satisface a 6 en M si y sólo si valM,A(6)H( );

(2) 6 es verdadera en M si y sólo si para cualquier asignación
en S satisface a 6 en M;
8 es E-AiRRC* -válido si y sólo si para cualquier M que
sea una interpretación AiRRC* -L: si todo axioma de E-
RRC~j es verdadero en M, entonces 6 es verdadero en
M·,
res E-AiRRC* -satisfacible si y sólo si existe una asigna-
ciónA y una M que es una interpretación AiRRC* -L, en la
cual todo axioma de E-RRC~j es verdadero, y A satisface
a 6 en M, para cualquier 8 E r.

(3)

(4)

3. Completitud y validez de E-RRC~j con respecto a validez
E-AiRRC*

Sea E-RRC~j una extensión propia. Fácilmente se puede mos-
trar que, para todafbf 8,8 es un teorema de E-RRC~j sólo si
6 es E-AJRRC* -válida, De este modo, mostramos solamente la
completitud de E-RRC~j con respecto a validez E-AiRRC*.

Teorema de completitud:

Sea L un lenguaje enumerable y r ~ MEl(L). Si r es E-
RRC~rconsistente, entonces r es E-AiRRC* -satisfacible.

Demostración: extiéndase L a un lenguaje L+ agregando a
L un conjunto enumerable de constantes distintas, por cada
tipo n E w. Puede mostrarse fácilmente que r es E-RRC~j-
consistente en L+ .

Asumimos una enumeración 61, ... , 8n, •.• de todas lasfbf
de L + ya sea de la forma "(3iu)JL" (donde u es una variable de
individuo o de predicado) o de la forma "(3x)JL". Definimos la
cadena ro, ... ,r n, ... por recursión:
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(1) r, = r,
(2) si Ón+l es (3iu)¡..¿y ¡..¿no es una identidad (a = u) (donde
a es del mismo tipo que u), entonces Fn+l = Fn U {(3iu)¡..¿ ---+
(¡..¿(b/u)& (3iu)(b = u))}, donde b es la primera constante en
L+ del mismo tipo que u nueva a I' n U {Ón+l};

(3) si Ón+1 es de la forma (3x)¡..¿, entonces I' n+ 1 = I' n U
{(3x)¡..¿ ---+ (¡..¿(c/x)& (3x)x = c)}, donde e es la primera
constante de individuo nueva a I' n U {ón+ d;
(4) si Ón+l es (3iu)u = a (donde a es del mismo tipo que u),
entonces fn+l = fn U {(3iu)u = a ---+ b = a, .(3iu)u =
a ---+ b = a}, donde b es la primera constante en L + del mismo
tipo que u nueva a I' n U {Ón+l}.

Obsérvese que, por hipótesis, fo es E-RRClrconsistente.
Por otra parte, mediante generalización universal, A8-A9, ope-
raciones lógicas elementales y el supuesto que E-RRClj es
una extensión propia de RRClj, puede mostrarse (por reduc-
tio ad absurdum) que fn+1 es E-RRClrconsistente, si fn
es E-RRClrconsistente. De acuerdo con esto, concluimos
que f* = UnEw f n es E-RRClrconsistente. Por el método
de Lindenbaum, extiéndase f* a un conjunto K, el cual es
máximamente E-RRClrconsistente. Nótese que, por cons-
trucción, K es w-completo.

Sea [t](t E MEo(L +)) la clase equivalencial determinada
par la relación de equivalencia ":::::;:",definida como sigue:

t ~ t' si y sólo si t = t' E K

Sea SK la siguiente estructura: (D, E, Cj, XU,n) , Yn, H,j)n E
w, j E w-{O}, donde •

1) D = ([t] I t E MEo(L +)}
2) E = {[t] E DI (3x)x = t E K,x no es libre en t}
3) Ci = {[t] E D I (3ix)x = t E K,x no es libre en t}
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4) Yn = {[t] E D I t E MEn+¡}
5) X(.j,n) = {[t] E Yn I (3j F)t = F E K, F no es libre en t y es
del mismo tipo que t}
6)f es la funci6n de identidad en D, esto es,f([t]) = [t], para
todo [t] E D

7) H = UnEw{ ([71"], ([tI], ... , [tn])) E r, x nn I 7I"tl ... tn E
K}

Demostramos que SK es una estructura RRC·:

(1) E ~ D,X(j,n) ~ Yn Y H ~ UnEw{Yn X nn} (directamente
de las definiciones);
(2) D t- 0 y r, t- 0 (dado que t = t E K, para cualquier
t E MEo(L +) Y MEn(L +) t- 0);
(3) Yn n ym = 0 (pues MEn+I(L +) n MEm+1(L +) = 0), para
m t- n;
(4) Cj ~ E.

Demostraci6n: sup6ngase que a E Cj. Por el supuesto y
la definición de Cj, a = [t] ~a alguna t E MEo(L +) tal
que (3Jx)x = t E K. Por (3J/UI/o), AH y modus ponens,
(3%)x = t E K y, así, a = [t] E E.

(5) e, ~ e; si k $.j.
Demostraci6n: sup6ngase que a E Ck. Por el supuesto y

la definici6n de Ck, hay un t E MEo(L +) tal que a = [t] y
(3kx)x = t E K. Por TI y modus ponens, (3jx)x = t E K y, así,
a = [t] E Cj.
(6) X(k,n) ~ X(j,n), si k s).

Demostraci6n: similar a la de (5), pero úsese T2 en lugar de
TI.

(7) Dado quef es una funci6n de identidad sobre D y Yn ~ D
(para todo n E w), solamente queda por demostrar la cláusula
(b).
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Demostración de la cláusula (b): sup6ngase que z E
UnEwX(j,n)' Por el supuesto, par~ alguna n E w, hay una
'Tr E MEn+1 tal que z = ['Tr]Y (3JFn)'Tr = F E K. Entonces
(por AIO, (3j fUI/o) y modus ponens) (3jx)'Tr = x E K. Así, por
la definición def,z = ['Tr]= f(['Tr]) E ej.

Sea g la función con L+ como dominio tal que para todo
cE L+,g(c) = [c]. SeaMK = (SK,g). ClaramenteMK es un
modelo RRC* -L+, pues ya se mostró que SK es una estructura
RRC*.

N6tese que (por la construcción de K) si t es un término de
L + del tipo n, entonces existe una constante b E L + del tipo
n tal que t = b E K. Por lo tanto, para toda asignación A en
SK y conjunto finito de variables {aI, ... ,an}, hay un conjunto
finito {bI, ... ,bn} de constantes tal que

(1) a; es del mismo tipo que bi, y

(2) A(ai) = [bil.

Si 6EME(L+), entonces sea VL(6) = {dI, ... ,dn,xI, ... ,xm}
el conjunto de todas las variables libres en 6 y, relativo al
subconjunto VS(6) = {dI" .dn} de VL(6), sea {bl' .. ' ,bn}
el conjunto de las primeras constantes que cumplen con las
condiciones anteriores (1) y (2). Definimos 6rl ...xm) como
SIgue:

Cuando VL(6) = VS(6), entonces escribiremos 6A.
Sea VALA la funci6n con ME (L ") como dominio tal que para

todo 6 E ME(L +):

(1) si 6 es una variable, entonces VALA (6) = A (6) si 6 es una
constante en L, entonces VALA(6) = g(6)

(2) si 6 es 'Tr(aI, ... ,an) (tal que 'Tr E MEn+I(L+)) y
aI, ... ,an E MEo(L+) entonces VALA(6) = [[.x16]A]
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(3) si 8 es [..xiXI.' .xn8] (tal que 8 E MEI(L +)), entonces
VALA(8) = [8A]

(4) si 8 es '1',entonces VALA(8) = [[..x18]A]

(5) si 8 es (/1- 1'), entonces VALA(8) = [[..x18]A]

(6) si 8 es ('Vx)/1, entonces VALA(8) = [[..x18]A]

(7) si 8 es ('Vmx)/1, entonces VALA(8) = [[..x18]A]

(8) si 8 es ~Fn)/1, entonces VALA(8) = [[..x18]A]

(9) si 8 es [..xi/1], entonces VALA(8) = [8A]
(10) si 8 es a = b, entonces VALA(8) = [[..x18]A]

Demostramos, por inducción sobre el conjunto de expresiones
significativas de L +, que VALA cumple las condiciones para
valM,A en la definición de una interpretación ..xiRRC* -L:

Demostración: Sea 8 E ME(L +).

(1) Claramente, VALA cumple las cláusulas correspondientes
cuando 8 es una variable o 8 E L+ ;

(2) si 8 es 7I"(aI, ... , an) (tal que 71"E MEm-I(L +)) Yal, ... ,
an E M Eo(L +) entonces VALA (8)H ( ) si y sólo si (por de-
finición) [..x17l"(aI,... , an)]A E K si y sólo si (pues por (..xi-
CONV), (T +-+ [..xl (T] es un esquema que puede ser probado
en RRC~J 7I"(a],... , an)A E K si y sólo si (por definición)
[7I"A]H([alA], ... , [anAl) si y sólo si (puesf(VALA(am)) =
[amA], para 1 ~ m ~ n) VALA(7I")H (f(VALA(aI), ... ,

f(VALA(an)))
(3) si 8 es [..xiXI' .. xn8] (donde 8 E MEI(L +)) YtI, , tn E

MEo(L +), entonces VALA([..xiXI ... xn8])H ([tIl, , [tn])
si y sólo si (por las definiciones) [..xiXl ... Xn 8]A (tI, ... ,
tn) E K si y sólo si (por ..xi-CONV y, si es necesario rees-
cribir variables, RWi)(3i xI) ... (3i Xn)(XI = tI & ... Xn =
tn & 8~1...X")) E K (donde x; no es libre en cualquier
ti, para O < i, j ~ n) si y 8610 si (por w-co~pletitud
y EG/o) hay constantes CI ... en tales que (3JXI)(X =
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CI) & ... & (3ixn)(xn = cn) & (CI = tI & ... cn = tn &
8Y1...X")(CI/XI ... Cn/Xn) EK si y sólo si (por LL* y def. de
Ci) hay constantes CI ... Cn tales que ([t¡], ... , [tn]) E Cp

& & 8(X1 ...X,.)( / /)y CI = tI ... Cn = tn - A CI xl··· cn Xn E
K si y sólo si (por construcción de K, LL* y definiciones)
([tI], ... ,[tn]) E (Ci)n y 8A([td/X1 ... [t,.]/X,.) E K si y sólo
si (por (Ai -CONV) y definiciones) ([t¡], ... , [tn]) E (Ci)n
y VALA([td/x1, ... ,[t,.]/x,.)(8)H( )

(4) si 8 es .7, (J-L - 7) o [Ai J-L],entonces fácilmente puede
mostrarse que VALA cumple las cláusulas correspondien-
tes mediante la hipótesis de inducción. El caso en el que
8 es a = b puede demostrarse por un argumento similar
al de las fórmulas atómicas;

(5) si 8 es (vmFn)J-L entonces VALA(8)H( ) si y sólo si (por
definición) [AI(vmFn)J-LA] E K si y sólo si (por (Ai_
CONV)) (vmFn)J-LA E K si y sólo si (porw-completitud de
K y:Ji fUI), para todas las constantes C del mismo tipo que
F, si (:JmF)F = C E K, entonces J-LA(c/F) E K; si y sólo si
(por LL*, construcción de K y (Ai -CONV) para cualquier
constante e del mismo tipo que F, si (:JmF)(F = c) E K,
entonces VAL A([O]/F) (J-L)H ( )
Nótese que d E X(m,n) si y sólo si hay una constante
e del tipo n tal que [c] = d y (:JmF)Fn = e E K.
Entonces, (VmF)J-LA E K si y sólo si para toda d E X(m,n),
VALA(d/F)(J-L)H( )

(6) Por un argumento similar al anterior, se puede probar que
VALA cumple con las cláusulas correspondientes cuando
8 es (Vix)J-L o (Vx)J-L

Por lo tanto, dado que VALA cumple con las condiciones para
votu;», MK es una interpretación AiRRC* -L+. SeaAK la asig-
nación en SK tal queAK(u) = [u], donde u es una variable de
predicado o de individuo. Ahora bien, es obvio (por LL* y las
definiciones) que 8f E K si y sólo si 8 E K. Por otra parte,
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de la definición de VALA se sigue que VALA(8)H ( ) si y sólo
si 8A E K, para cualquier asignación A y fbf 8. Por lo tanto,
VAL ~ 8)H ( ) si y sólo si 8 E K. De este modo AK satisface a r
en M . También todo axioma de ~-RRC~j es verdadero en MK;
asimismo MP y ve preservan la verdad en MK• Restrínjase
MK a L. Obtenemos, entonces, una interpretación ),iRRC*-L
y asignación AK que satisface a r.

Q.E.D.

4. Aspectos filosóficos representados en la semántica

Hay dos tendencias generales con respecto a la naturaleza de
la predicación: una en la cual la predicación se toma como
fundamental e irreductible, y otra en la que se interpreta en
términos de pertenencias a un conjunto. Cuando la predicación
se toma como fundamental, sus características estarán determi-
nadas por el contexto filosófico presupuesto: diferentes teorías
filosóficas de la naturaleza de los universales, tales como el
nominalismo, realismo lógico y conceptualismo, resultarán en
diversas concepciones de cuáles han de ser los aspectos esen-
ciales en la predicación.f

La semántica estándar para lógicas de segundo orden, sea
de modelos simples o generales, se ubica dentro de la segunda
tendencia relativa a la predicación y,por esta razón, asigna con-
junto a las variables y constantes de predicados. Es suficiente
recordar que en esta semántica "P(al ... an)" es verdadera si
y sólo si el n-tuplo de los objetos designados por "a1"... y "an"
pertenece al conjunto que "P" representa. Esta perspectiva no
está en concordancia con las características propias del con-
ceptualismo realista ramificado, teoría filosófica que se ubica
más bien dentro de la primera tendencia con respecto a la na-
turaleza de la predicación. En esta forma de conceptualismo, a

3 Para detalles del modo en que esas teorías condicionan la predica-
ción, cfr: Cocchiarella, 1986.
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diferencia de lo asumido en la semántica estándar, los predi-
cados representan conceptos y la predicación no se interpreta
como una relación de pertenencia de un objeto en un conjunto,
sino más bien como una relación irreductible: la relación que
se presenta cuando un objeto cae dentro de un concepto. Por
otra parte, de acuerdo con la misma teoría filosófica, los con-
ceptos han de ser vistos como capacidades congnoscitivas para
clasificar e identificar objetos, es decir, como entidades pro-
piamente intensionales, Por los aspectos señalados, es evidente
que cualquier semántica formal que trate de incorporar propia-
mente la perspectiva conceptualista de la predicación tendrá
que separarse necesariamente de la estándar. De ahí que que-
ramos explicar, a continuación, en qué forma la semántica que
hemos formulado se diferencia de la estándar y mostrar hasta
donde es que logra representar aspectos propios del concep-
tualismo.

De los diversos elementos que componen nuestra semántica
hay varios cuya función es evidente: el conjunto D claramen-
te constituye el conjunto de individuos, pues las variables y
constantes individuales toman sus valores en ese conjunto; el
conjunto E representa el conjunto de individuos existentes, ya
que es el dominio del cuantificador universal de individuos
y, finalmente, el conjunto Yn es el conjunto de los universa-
les correspondientes a predicados de adicidad n, debido a que
las variables y constantes de predicado de adicidad n toman
sus valores en este conjunto. La semántica exige, mediante la
cláusula (6), que ningún universal de adicidad n ha de ser de
adicidad m y viceversa, si m :f n. Nótese que no hay nada
en la semántica que nos obligue a pensar en los elementos de
un conjunto Yn de universales como entidades extensionales,
como es el caso de los conjuntos. Es nuestra intención, más
bien, que se piense en los universales de Yn como conceptos y
es, sobre esta base, que tienen sentido las cláusulas impuestas
a los diversos elementos de la semántica.

67



De acuerdo con el conceptualismo ramificado, la formación
de conceptos constituye una jerarquía infinitamente enumera-
ble de niveles, en la cual los conceptos formados en un nivel
son tomados como base para la formación del siguiente ni-
vel mediante la cuantificación sobre todos aquellos conceptos y
la clausura de lo resultante bajo las operaciones booleanas. Los
conceptos formados en esta jerarquía los llamaremos "cons-
tructivos" O "predicativos" debido a que su desarrollo se da
en concordancia con el principio de círculo vicioso de Rus-
sell, aplicado a la formación de conceptos. El conjunto de con-
ceptos predicativos de adicidad n construidos en determinado
nivel j de formación de conceptos estará representado en la
semántica por el conjunto X(i,n). Evidentemente, cada concep-
to formado de acuerdo con los principios del conceptualismo
ramificado ha de ser considerado como miembro del conjunto
de conceptos (sean predicativos o no). Esta idea está expre-
sada en la cláusula (4), en la que se afirma que el conjunto
de conceptos de adicidad n debe contener el cojunto de con-
ceptos predicativos de adicidad n formados en cualquier nivel.
Otro aspecto importante de la estructura de la formación de
los conceptos predicativos es el carácter acumulativo de cada
nivel de formación, es decir, los conceptos construidos en de-
terminado nivel constituirán conceptos de cualquier nivel su-
perior de formación. De ahí la cláusula (3) de la semántica, en
la cual se exige queX(i,n) sea un subconjunto deX(k,n) cada vez
quej :::;k.

La versión de conceptualismo asumida en este artículo tam-
bién postula objetos correlacionados con los conceptos predi-
cativos. Tales objetos los llamaremos "constructivos" y consti-
tuirán la referencia de las nominalizaciones de los predicados
que designan conceptos constructivos o predicativos. La corre-
lación de conceptos predicativos con los objetos constructivos
estará representada en la semántica por la funciónf. Precisa-
mente, la cláusula (lOb) en la caracterización de esta función
expresará el supuesto de que habrá un correlato a todo con-
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cepto constructivo. Los objetos constructivos, de acuerdo con
el conceptualismo realista ramificado, han de tomarse como
existentes, supuesto que es expresado por la cláusula (2) de
la semántica. Cada conjunto de estos objetos existentes corre-
lacionandos con los conceptos de determinado nivelj se encon-
trará representado en la semántica por el conjunto Cj. Debido a
la naturaleza acumulativa y jerarquizada de la formación pre-
dicativa de conceptos, los objetos constructivos han de verse
en forma igualmente jerarquizada y acumulativa. Por ello, la
cláusula (5) de la semántica, donde se exige que Cj sea un
subconjunto de Ck en el caso de quej ::; k.

Mencionamos anteriormente que la forma de conceptualis-
mo asumida en este artículo ve en la predicación una relación
irreductible, no interpretable en términos de pertenencia a un
conjunto. Esto es uno de los aspectos que nuestra semántica
permitiría incorporar, pues la predicacíon en ella no se inter-
preta como la relación de pertenencia a un conjunto, sino que
se deja abierta la posibilidad de que constituya una relación
fundamental entre el universal y los objetos de los cuales éste
se predica. Esta relación de predicación tomada en sentido ex-
tensional es la relación H definida por la cláusula (9) relativa
a una estructura RRC*. Nótese que cada miembro en relación
H constituye un par ordenado, donde el primer elemento de
este par es un universal perteneciente a algún conjunto Yn de
universales de adicidad n y el segundo elemento es un n-tuplo
de elementos del conjunto D. De este modo, el que un univer-
sal se relacione con un n-tuplo de individuos por la relación
H indicará que ese universal se predica de los individuos per-
tenecientes al n-tuplo. Nuestra semántica, a diferencia de la
estándar, interpretará la predicación no en términos de per-
tenencia a un conjunto, sino más bien respecto a la relación
H : P(al ... an) será verdadera si y sólo si el n-tuplo de obje-
tos designados por "al" ... "an" se encuentran en la relación
H con el universal designado por "P".
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Hemos mostrado en qué forma los elementos en nuestra
semántica permiten representar diversos aspectos del concep-
tualismo ramificado. El carácter jerárquico y acumulativo de
los conceptos predicativos, la correlación de estos conceptos
con ciertos objetos, la diferenciación de estos correlatos con
otros objetos existentes son todos aspectos de esa versión de
conceptualismo que se capturan en la semántica. Es importan-
te hacer notar que la semántica no excluye la posibilidad de
conceptos no predicativos de adicidad n, los cuales, si exis-
tieran, tendrían que ser miembros del conjunto Yn• Esto sig-
nifica que la semántica podría permitir representar algunos
aspectos del llamado "conceptualismo ramificado holístico",
según el cual la formación de conceptos incluye concep-
tos impredicativos, cuya construcción presupone la formación
predicativa.

Además de mostrar aquellos aspectos del conceptualismo
realista ramificado representados en la semántica, también
hemos indicado dos de los aspectos esenciales que diferencian
esta semántica de la estándar: el dejar abierto, por una parte,
la posibilidad de que las variables y constantes de predicados
designen entidades que no sean conjuntos y, por otra parte, la
posibilidad de que la relación de predicación sea irreductible
y diferente de la de pertenencia de un objeto a un conjunto.
Estos elementos justifican el interés que posee esta semántica
como alternativa de la estándar.
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SUMMARY

We develop a second order logical system with ramified lambda op-
erators, having ramified conceptualism as its philosophical back-
ground. Such a system is shown to relatively consistent. Finally, we
construct a non-standard second order semantics and prove a com-
pleteness theorem with respect to a uotion oí validity, provided by
the semantics, and certain extensions oí the second order system.
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