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Introduccién

Se ha producido un hecho novedoso y, al mismo tiempo,
conocido en el ambito tedrico. La teoria semantica de la
verdad se ha vuelto a reconciliar con la logica, con el gusto
por plantear cuestiones vinculadas al concepto semantico
de verdad mediante estructuras logicas. Y en la teoria de
la verdad vuelven a plantearse los temas semanticos desde
una vertiente formal. La teoria de la verdad propuesta re-
cientemente ha reencontrado las estructuras formales, los
temas vinculados a la logica, los vinculos entre las estruc-
turas formales y las cuestiones semanticas, etc., y lo hace
en coincidencia, acentio, con un analisis formal paralelo
que se viene proponiendo desde hace algtin tiempo.

En efecto, algunos de los principales teéricos de nuestro
siglo han entregado, desde diferentes puntos de vista, libros
recientes sobre la verdad. Michael Dummett en su recopila-
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cién de articulos los ampara bajo este titulo.! D. Davidson
publica su extensa y repartida obra en un compendio en
1984.2 La excelente coleccion de trabajos editados en los
aflos setenta y principios de los ochenta viene a ser recogi-
do por Robert L. Martin.? Como resultado reciente de su
linea de investigacion, aparece el trabajo de W.V.0. Quine
en el que sintetiza su planteamiento acerca de la nociéon
semantica de verdad.* Lo mas reciente y novedoso, y al
mismo tiempo punto de inflexién, es el libro de Vann Me-
Gee.

Cada uno de estos autores, que han intervenido casi
simultaneamente —son todos libros del Ultimo decenio,
excepto el de M. Dummett— en el asunto que nos ocupa,
han presentado propuestas diversas y angulos de perspecti-
va muy distintos y en modo alguno contrapuestos. Algunas
suponen un intento serio de configurar una teoria que sea
homogénea. En el debate sobre el concepto semantico de
verdad se parte de lugares tedricos y con metalenguajes
muy diversos. Hemos seleccionado, para este primer diag-
nostico de heterogeneidad, a autores que proceden todos de
la filosofia analitica. Si amplidsemos la némina para alber-
gar propuestas provenientes de la hermenéutica, la historia
de la filosofia, la dificil unidad de la cuestién seméantica del
concepto de verdad emergeria patente.

1 Michael Dummett, 1978, Truth and Other Enigmas, Duckworth,
Londres.

2 Donald Davidson, 1984, Inquiries into Truth and Interpretation,
Clarendon Press, Oxford.

3 Robert L. Martin, 1984, Recent Essays on Truth and the Liar
Paradox, Oxford Univ. Press, Oxford.

' 'W.V.0. Quine, 1990, Pursuit of Truth, Harvard Univ. Press,
Cambridge. Véase la resefia del autor en Contextos, nos. 17-18, 1991,

pp. 315-319.

> Vann McGee, 1991, Truth, Vagueness, and Paradox. An Essay
on the Logic of Truth, Hackett Publishing Company, Indianapolis/
Cambridge.
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Pero aunque fuera para sancionar una heterogeneidad
de lenguajes, estructuras logicas y presupuestos empiricos
y sus consiguientes resultados, no es un dato desestimable,
desde el punto de vista de los intereses de sintesis que
animan estas paginas, partir del hecho de que tal hetero-
geneidad no oculta la coincidencia tematica: la nocion de
verdad sigue siendo un problema clave en la filosofia; y
una mayor coincidencia: su debate afecta a la totalidad del
universo teorico-filos6fico contemporaneo. No es un tema
mas, sino un punto de inflexiéon devenido tanto mas impor-
tante cuanto se ha percibido sin retorno la propuesta de A.
Tarski.0

Las teorias de la verdad han supuesto, en efecto, una via
de conexion con la problematica tradicional de los mode-
los metafisicos de talante aristotélico, que se centraban en
la indagacion de las propiedades distintivas de la realidad
y del lenguaje sobre la realidad, en tanto lenguaje confi-
gurado de un modo particular, antes bien, su centralidad
en el proyecto neoesencialista contemporaneo es paralelo
y consecuentemente con la creciente importancia de los
analisis del concepto semantico de verdad para los lengua-
jes naturales como dominio alternativo al de la propuesta
tarskiana. Sustituir una teoria semantica de la verdad para
los lenguajes formales por una que atienda a los lenguajes
naturales, en la que las estructuras formales no se deciden
en el terreno de las propiedades del lenguaje natural, que
carecerian de valor distintivo para otros usos que igualmen-
te la comparten, sino en el terreno del uso que del lenguaje
natural hacen los hablantes.

El interés de la teoria semantica de la verdad actual por
las estructuras formales ha de situarse, pues, en un nuevo

® Me refiero a la conocida tesis doctoral de A. Tarski que inau-
gura un nuevo modo de plantear cuestiones vinculadas al concepto de
verdad: A. Tarski, “Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Spra-
chen”, Studia Philosophica, 1935, vol. 1, pp. 261-405.
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cambio de paradigma tedrico que sustituye el slogan da-
vidsoniano por una indagacion profunda de las estructuras
formales. El lenguaje no seria tanto una estructura natural
diferenciada como una comunicacion socialmente diferen-
ciada y pragmaticamente especifica como modalidad de co-
municacion y recepcion de la realidad. La importancia del
anélisis de la estructura formal ocupa un lugar prominente
en la nueva visién, aunque hay tedricos que se resisten
todavia a una sancién formal del lenguaje que envuelve el
concepto semantico de “verdad”.

Hay otro hecho, antes aludido, que explica también la
importancia del analisis de la estructura formal en las ac-
tuales teorias de la verdad: no es una zona mas de la teoria,
sino un eje que incide en su raiz, puesto que afecta a muy
diferentes fenémenos. Por un lado, a la ontologia; por otro,
al lenguaje: como se emite y recibe informacion; también
a la estructura general: como se organizan las informacio-
nes. Afecta asimismo y de modo modular a una teoria que
englobe las paradojas. De hecho, las “excepciones” que
se plantean en toda teoria de la verdad, radican en la pe-
culiaridad, que va a ser tratada a continuacion. Ninguna
zona de la teoria semantica de la verdad se ve libre de
esta cuestion, que a esa centralidad debe su interés que ha
aumentado actualmente.

En esta nota nos centraremos en considerar el trabajo
de Vann McGee recientemente publicado y que lleva co-
mo titulo Truth, Vagueness, and Paradox. An Essays on
the Logic of Truth.” Ahora bien, las consideraciones que
realicemos se haran desde los resultados y el instrumental
que se ha elaborado en otro libro de reciente edicion de
Giovanni Sommaruga-Rosolemos y que lleva el titulo Fixed

7 Véase Vann McGee, 1991.
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Point Constructions in Various Theories of Mathematical
Logic®

1. Verdad

La problematica del libro de Van McGee se centra en pre-
sentar un criterio para las diferentes versiones de la “na-
turaleza” del concepto de verdad y de la semdntica de las
paradojas. En cierto modo, la segunda de estas cuestiones
esta subordinada a la primera; pues si supiéramos la es-
tructura que asume el concepto de verdad de un lenguaje
determinado de modo univoco, entonces no podria haber
duda alguna sobre la estructura que asumen las parado-
jas. El concepto de verdad puede ser presentado mediante
la nocién de simbolo de constante no interpretada. Ahora
bien, dicho simbolo adquiere una interpretacion especifica
al ser aplicado a una estructura particular. Por tanto, po-
driamos localizar las faltas en las que incurre cualquier sis-
tema autorreferencial en el que viene a ser expresada una
paradoja al analizar las estructuras particulares. Pero no
ocurre asi, por lo menos, en los lenguajes naturales. Aun
mas, por lo que respecta al problema de las paradojas, la
situacion ha sido hasta fechas recientes tan poco alentadora
que se ha estado en la tentacién de poner entre parénte-
sis la segunda de las cuestiones citadas y tratar indepen-
dientemente la primera cuestion. De hecho esto es posible.
Pues, asi como los matematicos estan siempre de acuerdo
en cuando aparece una antinomia, sin estar de acuerdo en
lo que sea propiamente “verdad” de una estructura mate-
matica y sin tener que plantearse, en general, esta cuestion,
asi también se puede pensar una situacion en la que exista
conformidad respecto al concepto de “antinomia” entre los

8 Véase Giovanni Sommaruga-Rosolemos, 1991, Fixed Point Con-
structions in Various Theories of Mathematical Logic, Bibliopolis,
Napoles.
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estudios 16gico-semanticos, aun cuando se pueda responder
de maneras diferentes o poner entre paréntesis la cuestién
de la caracteristica crucial de la verdad. El problema de la
verdad puede ser tratado, al menos, desde tres vertientes
diferentes que convergen entre si. El problema de la verdad
puede ser analizado desde la concepcion de lenguaje que
estemos dispuestos a aceptar, desde la teoria logica que
permita formular su estructura, y desde los presupuestos
empiricos con que operemos. El retoque de alguno de los
elementos de trabajo supondré una alteracion cualitativa de
los demas ambitos de investigacion. La teoria formal del
lenguaje sigue siendo de gran importancia para la dilucida-
cion de nuestros problemas filoséficos. Una teoria formal
viene a ser considerada como un agrupamiento jerarquizado
de signos o formulas tal que a partir de alguna de ellas, que
son consideradas como verdaderas, se puede obtener otras,
gracias a procedimientos formales fijados con antelacion.
Ahora bien, lo que se consigue aclarar con una teoria formal
es la estructura de algunos problemas del lenguaje filosofi-
co. El libro de Vann McGee es un intento serio de presentar
algunas nuevas consideraciones acerca de la estructura en
la que se encuentra inmerso el concepto semantico de ver-
dad desde la légica y con base en una direccion especifica.
Ahora bien, el proyecto que lleva entre manos el autor es
altamente complejo, algunas disquisiciones generales asi lo
acentuaran.

Partimos del predicado “A4 es verdadero”, que represen-
tamos mediante un predicado de la forma T'(A). El len-
guaje formalizado que presenta A. Tarski es un calculo
interpretado. En dicho lenguaje, una operacién se justifica
mostrando efectivamente que hay una regla que la justifi-
ca. La adecuacion formal viene a ser expresada mediante la
convencion siguiente: una definicién formalmente correcta,
en los términos del metalenguaje del simbolo 7" se deno-
minard una definicion exacta de “verdad” si trae consigo
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determinadas consecuencias.” Su exposicién viene a ser re-
sumida mediante una equivalencia del tipo convencional
que viene a ser denominada la convencién (T'), y reza asi:

(T) T(“A”) < A.

Como es sabido, el predicado “. . . es verdadero” (T'(“4”))
ha sido interpretado desde diferentes 6pticas. Desde la for-
mulaciéon popperiana que manejaba términos tan ambiguos
como el de “correspondencia con los hechos”, pasando por
el concepto semantico de “satisfaccion”, para desembocar
en una propuesta modelista. Todas estas versiones poseen
diferentes interpretaciones de (7'). Una de las consecuen-
cias que aparecen en la convencion (1) viene de la ma-
no del reconocimiento de los lenguajes abiertos, expuestos
mediante la distincion entre el lenguaje objeto y el meta-
lenguaje. La originalidad de A. Tarski reside en intentar
determinar cuéles de los procedimientos del metalengua-
je pueden formalizarse en el lenguaje objeto. La empresa
provee un analisis de la nocion de “verdad” en bruto, del
razonamiento intuitivo. Es posible codificar el esquema (7')
mediante la aplicacion del esquema de recursion ordinaria.

Para la definicion de la formula 7'(“4”), presentada in-
ductivamente, los tnicos términos son las variables. En
nuestro caso, preferimos decir “término” en algunos casos
y “variable” en otros, de suerte que resulte claro en qué
sentido se generaliza nuestra discusion, ya que operamos
con una clase de términos, que es la formada simplemen-
te por variables. En los lenguajes naturales L, una pro-
posicion se expresa por un enunciado. Consecuentemente,
un predicado se expresa mediante un enunciado incomple-
to o esqueleto enunciativo que contiene un lugar vacio.
Por ejemplo, “___ es verdadero” expresa dicho predica-

9 Veéase Tarski, 1935, p- 306, asi como J. Padilla Galvez, 1988—
1989, “Referencia y verdad”, Theoria, no. 10, pp. 197-213.
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do. Cuando se cubre el lugar vacio con el nombre de un
enunciado tal como “la nieve es blanca”, se obtiene
un enunciado tal como “‘la nieve es blanca’ es verdadero”.
Esta situacién viene a ser descrita adecuadamente utilizan-
do la nociéon de funcién. El predicado es una funcion de
un término. Esta variable flucttia sobre un dominio que in-
cluye como miembro a todo enunciado. Con cada elemento
de este dominio, la funcién pone en correlacién una pro-
posicion; esto es, cuando el término, independientemente,
toma un elemento del dominio como valor, el predica-
do toma una proposiciéon como valor correspondiente. Asi,
el predicado de verdad actiia como una funcién propia de
un término. Ahora bien, el valor de un predicado puede
darse a modo de proposiciones construidas a partir de pre-
dicados recursivos primitivos mediante las operaciones del
célculo proposicional y de los cuantificadores. El predicado
T(A) no puede ser expresado, ni demostradas sus propie-
dades dentro del sistema, ya que en tal caso formalizamos la
demostracion de la consistencia dentro del propio sistema.
A. Tarski establecié que, si un sistema formal efectivo, que
incluyera la teoria usual de nimeros, es consistente, debe
ser imposible expresar el predicado T'(A4) para el sistema
mediante una formula 7'(A4).

2. Vaguedad

Estamos habituados a indicar la existencia de predicados
ambiguos, es decir, predicados cuya estructura remite a
varias estructuras que pueden ser interpretadas de manera
diferente. Con el fin de asegurar que las férmulas no sean
vagas, podemos desarrollar diferentes estrategias: una de
las estrategias es la de presentar la desambiguacion sintac-
tica con el fin de asegurar la seméantica. En los lenguajes
naturales, la ambigiiedad semantica asigna mas de un va-
lor semantico a algunas unidades léxicas. Otra posibilidad
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viene de la mano del planteamiento semantico. Hablamos
entonces de vaguedad. El modelo formal en la que se asien-
ta la logica de los términos vagos puede ser expuesto del
siguiente modo: el significado de los términos vagos viene
dado mediante un sistema de postulados del significado.
Vann McGee propone tratar el concepto de “verdad” como
un predicado vago. Ahora bien, cuando se habla de la es-
tructura logica o semantica de la vaguedad del concepto de
verdad, no se refiere a un estudio directo de la vaguedad
ya que se estudia en el lenguaje natural. En contraposicion,
lo que la logica y la seméantica estudian son las relaciones
de inferencia logica entre determinadas expresiones. Parti-
cularmente, la inferencia conservadora de la verdad en el
sentido en que, a partir de premisas verdaderas, se obtie-
ne una conclusion verdadera. Sucede pues, que el estudio
de dicha inferencia revela unas estructuras especificas. Es-
tas estructuras deben ser consideradas en el marco de un
“lenguaje parcialmente interpretado”. '’ De este modo, la
vaguedad de un término viene a ser estipulada mediante
la aplicaciéon del término en un determinado lenguaje.
La vaguedad puede analizarse mediante determinados re-
cursos técnicos. La vaguedad ha de referirse a todos los
términos logicos de los lenguajes parcialmente interpreta-
dos.

La uniformidad de las leyes logicas obedece a la estruc-
tura de los predicados de vaguedad y puede ser definida
mediante una interpretacion parcial que adquiera la forma
de un modelo. La especificacion suministra una represen-
tacion que satisface las relaciones del sistema abstracto y
posee un cierto estatuto que le es propio. En el modelo
se especifica el significado de los términos vagos y la teo-
ria satisface los requerimientos en cuestion.!’ Este plan-

10 Véase McGee, 1991, p. 8 y pp. 158 ss.
' Ibid., p. 155.
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teamiento parte de un presupuesto conocido a saber, la
imposibilidad de recurrir en el desarrollo de un modelo al
mundo perceptual. Dicha imposibilidad viene a ser ilustra-
da, generalmente, mediante las paradojas. El desarrollo de
un modelo se funda en el siguiente argumento. Hemos de
considerar que de ningin modo estamos obligados a creer
que la representacion conceptual, mediante la cual formula-
mos las paradojas, sea significativa; sino mas bien tenemos
fundadas bases para suponer que el modelo de trabajo ex-
trapola los hechos de un cierto ambito de experiencia en el
sentido de una simple construcciéon conceptual.

Por consiguiente, si hemos de demostrar la consistencia
de la teoria de la verdad, ello ha de ser por otro método que
el usual. La contribucién excepcional se encuentra cabal-
mente expuesta en un nuevo enfoque directo, advirtiendo
su conexion con la axiomatizacion. Este método directo se
encuentra implicito en el significado que adquiere la con-
sistencia, el cual parte de la base de que de una teoria,
deducida a partir de ciertos modelos, no puede surgir una
contradiccion logica. Consecuentemente, para demostrar la
consistencia de una teoria, ha de demostrarse una proposi-
cion acerca de la teoria misma, esto es, que permita com-
probar especificamente todas las posibles demostraciones
de la teoria. Esta estrategia general nos lleva directamente
a reconocer la relevancia de los sistemas autorreferenciales
que asume una logica restrictiva especifica.

3. Paradojas

El problema de las paradojas es uno de los problemas del
analisis logico del concepto semantico de verdad que mas
dificultades ha supuesto y sigue suponiendo para cualquier
teoria general. El caso mas genuino entre las paradojas es el
que viene expresado por la paradoja del mentiroso. Dicha
paradoja puede ser presentada de la siguiente manera: sea
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T(__) un predicado, en el que, para un enunciado A se
cumple el que T'(A) es verdadero si y solo si vale:

1) T(A) < A.

Consideremos el enunciado de Epiménides de la siguien-
te manera: 2

(2) (2) no es verdadero

y que denominamos, en honor a Epiménides, “E”. Segun
(2), Epiménides profiere el que (2) es verdadero si y sélo
si (2) no es verdadero, resultando pues:

3) E «— ~T(E).

De la formula (3) se deduce que:
4) —FE < T(E).

Derivandose de (1) la siguiente formula:
(5) —E < E,

lo que supone una contradiccion. Toda teoria de la ver-
dad ha de hacer frente a dicho resultado, y proponer una
solucién que permita explicar el transcurso de (1) a (5).
K. Gédel desarrolld un problema similar que puede ser
interpretado de la siguiente manera. Partamos de la base de

que P(__) es un predicado de un enunciado A4, y que P(A)

se interpreta de la siguiente manera: “A4 es demostrable”.'3

12 Me refiero a la frase de Epiménides que afirmaba que todos los
cretenses eran unos mentirosos, siendo él mismo oriundo de Creta.
Si era el caso, entonces el enunciado que proferia Epiménides era
verdadero si era falso a la vez.

13 Ha de tenerse especial cuidado con la cita a la que nos referimos
aqui, pues la traduccién mas manejada en castellano es la llevada a
cabo por Jests Mosterin que no deja traslucir la ambigiiedad original
del texto aleman. La traduccion del texto original de K. Godel de “p
ist beweisbar” (Véase K. Godel, 1933, “Uber formal unentscheidbare
Sitze der Principia Mathematica und Verwandter Systeme I”, M.
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El enunciado “A es demostrable” es verdadero siempre y
cuando A sea verdadero. Consecuentemente, (1) puede ser
traducido del siguiente modo:

6) P(A) — A.

En (6) se enuncia un género especifico de demostracion
(prueba). Sea entonces, un enunciado G (para enunciado
de Godel) cuyo significado es:

(7) este enunciado no es demostrable.

Consecuentemente, vale:
@) G < —P(G).

En (8), P(G) significa: “G es una féormula correcta”, o
méas exactamente: “G es una formula que expresa una ase-
veracion verdadera”. Susodicha caracterizacion se asienta
en el significado de los simbolos, y no puede reducirse
en la metamatematica aritmetizada a conceptos aritméticos
simples. Consecuentemente, la clase de las féormulas correc-
tas no es expresable mediante un simbolo de la clase del
sistema dado.'*

f- Math. Phys., no. 38, pp. 173198, p. 187. Trad. y coment. de J.
Mosterin (comp.), 1981, Kurt Gédel. Obras completas, Alianza, Ma-
drid, pp. 55-89.), viene a ser trasladado por J. Mosterin como “p es
demostrable” (Mosterin, 1981, p. 115). Ahora bien, el original aleman
puede ser traducido de un modo més ambiguo por “p es probable” que
encierra la propuesta de Mosterin y la acepcion libre que entrafia el
término “probable” del cual puede ser derivado “probar”. Dicha ambi-
giiedad en la traduccion permite, por lo demas, vincular decididamente
el problema de la incompletitud a la autorreferencia, a la logica de la
probabilidad y a la logica de la modalidad como podremos comprobar.

14 El predicado P(G) es una simplificacion de la definicién que
expresa Godel de la clase de los ntimeros naturales K, y que viene a
ser expuesta mediante la siguiente formula: n € K = demos[R(n); n].
La férmula demostrable que aparece en el definiendum puede ser ex-
presada mediante P(G) y dice asi: “G es una formula correcta”, o mas
exactamente: “G es una formula que expresa una aseveracion verda-
dera”. Véase la carta de Godel a Zermelo y publicada en I. Grattan-
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La conclusion a la que accedemos en (8) es tan inde-
seable como la expuesta en (5). Estos resultados inducen
a pensar que se necesita llevar a cabo una restricciéon en
nuestro sistema predicativo usual. Supongamos que en 7,
un enunciado A se refiere a si mismo. La estructura auto-
rreferencial de A viene a ser expresada como un nombre
del siguiente modo, "A47." Supongamos que se refiere a
si mismo en términos de “...es demostrable”, es decir,
que un predicado B(__) es definible en el lenguaje especi-
fico, de modo tal que el enunciado A viene a ser expuesto
mediante: B(" A") y significa que 4 es demostrable en T'.
Supongamos que B es completo en el sentido:

9) TFB(A")siysolosi T A, para todo enunciado-
T de A.

Consecuentemente, para el enunciado-T" de G vale:
(10) T G < =B("G").

Si aplicamos el mismo argumento que el esbozado arriba
para los casos enunciados con anterioridad resulta que:

(11) TH Gsiysoélosi T = 6.

Apreciamos que la contradiccion que aparece en T es
de su propia responsabilidad, si bien, no podemos afirmar
que T sea el origen de la contradictoriedad. Pero, ;qué
pretenden estas observaciones acerca de las paradojas en
su relacion con la autorreferencialidad?, ;pretende, acaso,
dar a entender que el asunto de formular una estructura
puede determinar una teoria general? Para las teorias de la
verdad actuales, la estructura autorreferencial, en cuanto

Guinness, 1979, “In Memoriam Kurt Gédel: His 1931 Correspondence
with Zermelo on His Incompletability Theorem”, Historia Mathema-

tica, no. 6, pp. 294-304, p. 300.

15 Uso la cuasi cita como referencia a contextos determinados de
las expresiones no especificadas.

95



enunciado que se contradice a si mismo y que solo llega
a un resultado paradoéjico por medio de su estructura, y
que, por lo tanto, va recorriendo distintos grados de for-
ma desigualmente desarrollada, necesariamente requiere un
analisis detallado. Sélo a partir de esta comprension de la
estructura autorreferencial, surge en la actualidad una ma-
xima genuina que sirve de medida para el modo en que
han de ser tratadas y disueltas las paradojas.

3.1. Logica de la probabilidad

La metalogica centra su analisis en el desarrollo de un tipo
de combinatoria y formalizacion que caracterice el concep-
to de demostraciéon. Una logica que exprese la estructura
formal vinculada al concepto de “demostracion” ha de de-
finir la nocién de férmula en un calculo. Esta definicion
se lleva a cabo mediante el analisis de la estructura de
“demostrabilidad-en-un-determinado-sistema-E”. Con este
fin podemos interpretar la logica de enunciados intuicio-
nista mediante las nociones de la logica conectiva usual
y la nocion: “p es demostrable” (Bp). Ahora bien, de es-
ta propuesta resulta un sistema axiomatico equivalente al
sistema S4 de Lewis.'® El sistema intuicionista propuesto

16 ] sistema axiomatico propuesto por A. Heyting (H) equivalente
al sistema S4 de Lewis se caracteriza del siguiente modo:

(H) sea@: 1. Bp—p.
2. Bp(Blp — q) — Bq).
3. Bp — BBp.
Se prueba que:
Sea: Fy A, entonces Fg A.
Se acepta una nueva regla de inferencia:

4. Partiéndose de A se infiere BA.
Véase A. Heyting, 1930, “Die formalen Regeln der intuitionistischen
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es equivalente al sistema de implicacion estricta de Lewis.
Asumimos una traduccién de Bp por Op."’

Para el concepto “demostrable-en-un-determinado-siste-
ma-formal” no valen todas las féormulas deducibles en
dicho sistema. Con este fin, pueden ser introducidas al-
gunas restricciones en el uso del concepto “demostrable-
en-un-determinado-sistema-formal-C”, como es el caso de
la féormula B(Bp — p) ya que induce a una contradiccién.
Asi pues, la clase de formulas demostrables puede ser re-
ducible a conceptos aritméticos elementales.

Ahora bien, el que sea demostrable una formula que
diga de si misma que es demostrable, dependera del hecho
siguiente: el que podamos desarrollar una prueba formal
en ¢, mediante la construccion de una formula que afirme
de si misma que es demostrable.’® Si se demuestra que
(A) — A es un teorema para todo A, entonces el siste-
ma € prueba su propia correccién ya que la demostracion
(A) — A afirma que si A es demostrable, entonces A
es verdadera. Si se asumen i) las reglas de necesariedad;

Logik”, S.-Ber, Preuf. Phys.-Math. Kl. II, pp. 42-56, pp. 57-71,
pp- 158-169.

17 Es interesante indicar una cierta linea o continuidad entre los
presupuestos fenomenoldgicos en las actuales propuestas, debido ante
todo a los trabajos de O. Becker. Este caracterizo el axioma Up < O Up,
como una inversion de la implicacion de C.I. Lewis. La inversién afirma
lo siguiente: “si es verdad que p es necesario, entonces es también
necesario que p es necesario”. Es decir, la necesidad ha de incluir su
propia necesidad, del mismo modo que la verdad incluye su propia
verdad. Véase O. Becker, 1930, “Zur Logik der Modalititen”, Jahrb.
Phil. phin. Forschung, vol. XI, pp. 497-548, especialmente, p. 514
[18]. Un analisis histérico se encuentra en D. Follesdal, “Von Wright’s
Modal Logic”, en The Philosophy of Georg Henrik von Wright, Open
Court, La Salle (I11.), 1989, pp. 539-556, en concreto p. 549.

18 Vease L. Henkin, 1952, “A Problem Concerning Provability”,
problema 3. Jour. Symbolic Logic, no. 17, p. 160. Ademas M.H. Lob,
1955, “Solution of a Problem of Leon Henkin”, Jour. Symbolic Logic,

no. 20, pp. 115-118. La féormula en cuestion viene a ser expuesta y

formulada del siguiente modo: (A4 — A) — OA.
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ii) el axioma de distribucion; iii) el axioma caracteristico
de S4; vy, iv) el presupuesto autorreferencial antes aludido,
entonces se obtiene el teorema de incompletitud.!

El hecho de que toda teoria tiene en su interior el germen
autorreferencial vino a ser profundizado por el tratamiento
sintactico de la modalidad desarrollado por R. Montague.?’
El desarrollo de un determinado lema permiti6 tratar su-
sodichos problemas. Supongamos que I' es una teoria, la
logica de primer orden esta clausurada con respecto al signo
de consecuencia, contiene " ¢ ') siempre que contenga ¢;
y contiene todas las instancias del esquema a(" ¢ ') — ¢.
Lostrincipios propuestos por Montague son los siguien-
tes:

(i) Frae’)—e,

(i) FraCeh),sipesalyY’) — 1,

(iii) Fr a("¢) si ¢ es un axioma logico,

(iv) SiFr a("e =¥ yFr a("¢), entonces Fr a("7),
(

v) Q(p) es una subteoria de I', para toda formula (3 cuya
variable libre sea u.

Por lo tanto, siguiendo las indicaciones de R. Montague,
I' es inconsistente. En el curso de (i)—(v) se evidencian
las propiedades de la nociéon de necesidad y probabilidad
informal. Lo relevante del trabajo de R. Montague, no son
tanto sus resultados, sino el que en la logica modal sea

19 La regla de necesariedad es la siguiente: si - 4, entonces - [J4;
el axioma de distribucion dice asi: - (A4 — B) — (04 — 0OB); el
axioma caracteristico de S4 es: - 004 — OOA.

20 Veéase R. Montague, 1963, “Syntactical Tratments of Modality,
with Corollaries of Reflexion Principles and Finite Axiomatiza Formal
Philosophy”, en Acta Philosophica Fennica, no. 16, pp. 153-167. Pu-
blicada en 1974, Selected Papers of Richard Montague, Yale Univ.
Press, Nueva York. Véase capitulo X.

2l Vease, Montague, 1963, p. 156, y 1974, p. 289.
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tratada la necesidad de un modo sintactico en aquellas teo-
rias en las que es usado el lema de diagonalizacién. Segun
éste, el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros
naturales es infinitamente enumerable. Una enumeracion
de los nimeros naturales se consigue mediante la diagona-
lizacién.??> R. Montague probé que no se puede construir
ninguna formula alternativa a la estandar para la demos-
tracion. De este modo, el teorema de Lob no puede ser
invalidado.

Hemos podido observar que la inconsistencia que se ge-
nera en los sistemas autorreferenciales incluye una inter-
pretacion posible de la logica de la probabilidad. Esto es,
se puede desarrollar una instancia especifica de la autorre-
ferencia en la que para un enunciado ¢ tal, vale:

(Prob) = ¢ = =p("¢7),

en donde p va a ser denominado el predicado “probable”.
J.B. Rosser propuso interpretar (Prob) de la siguiente ma-
nera: sea A,(p) una formula que expresa una proposicion
indemostrable, es decir, es una formula 4 que asevera su
propia indemostrabilidad. Si el sistema formal de la teo-
ria de numeros es simplemente consistente, entonces ni
= Ap(p) ni = —Ap(p), esto es, si el sistema es inconsisten-
te, entonces es simplemente incompleto, con A,(p) como
formula indecidible.?® St. C. Kleene probé mas tarde di-
chos resultados en el marco de las funciones recursivas
generales.?! Seguirfan las pruebas en las que aparecen va-
riables libres del teorema y los resultados finales en torno

22 La diagonalizacién seré definida posteriormente en 3.3.

2 Vease J.B. Rosser, 1936, “Extensions of Some Theorems of Gédel
and Church”, en Jour. Symb. Logic, no. 1, pp. 87-91.

20 Véase St. C. Kleene, 1938, “On notation for Ordinal Numbers”,
Jour. Symbolic Logic, no. 3, pp. 150-155.
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al teorema de la diagonalizacion, que a continuaciéon expon-
dremos.?

3.2. La teoria del “punto fijo”

Se puede argumentar de diferente modo con el fin de dar
una solucién a los problemas arriba descritos. Las estrate-
gias generales a seguir, o bien se han centrado en una deli-
mitacion del lenguaje, o bien aceptan una logica trivalente
o polivalente, segin el caso.?

De hecho, el establecimiento del predicado B como ope-
rador logico-modal de la nocion “p es demostrable” en un
sistema determinado, fue desarrollado por K. Gddel al in-
terpretar el calculo conectivo intuicionista.?’ La cuestién
ligada a su propuesta es la de saber cuél es el sistema mo-
dal méas adecuado mediante el cual podemos caracterizar
B. De aqui resulta una relacién de interferencia entre la
autorreferencia, del tipo de la paradoja del mentiroso, la
incompletitud, —como ha sido descrita en el dato elabora-
do por K. Godel— vy la légica de la probabilidad, como
viene a ser expuesto originariamente por el intuicionismo
y desarrollado por K. Gédel posteriormente.

Los elementos comunes entre la paradoja del mentiro-
so0, la incompletitud y la logica de la probabilidad no son

% Estos resultados han sido expuestos sistematicamente en C. Smo-
rynski, 1981, “Fifty Years of Self-Reference in Arithmetic”, Notre
Dame Jour. of Formal Logic, no. 22, pp. 357-374.

% El origen filosofico de la logica trivalente viene de la mano del
concepto de presuposicion, segin el cual, si A presupone B, bajo la
condicién de que la verdad de B es una condicion necesaria de la
verdad o falsedad de A4, y B es falsa, entonces 4 no es ni verdadera
ni falsa, sino que permite determinados huecos veritativos. De este
modo es permisible introducir elegantemente la trivalencia y hasta la
polivalencia para dichos casos.

21 Vease K. Godel, 1933, “Eine Interpretation des intuitionistischen
Aussagenkalkuls”, Ergebnis eines math. Kolloquiums, Heft 4, pp. 39—
40. Trad. y coment. de Mosterin, 1981, pp. 113-116.
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del todo evidentes. De hecho la version informal de las
proposiciones indecidibles tiende a ser estimada de modo
muy diferente en la recepcion reciente. Por lo general, nos
encontramos ante un serio hiato en la apreciacion del teo-
rema de Godel. No es lo mismo definir sintdcticamente
las propiedades mas relevantes de la “demostrabilidad-en-
un-determinado-sistema”, o abandonarse en las meras dis-
quisiciones semdnticas. La primera linea de investigacion
parte de la base de que ha de desarrollarse algiun tipo de
logica que permita formalizar las propiedades arriba ex-
puestas. Mientras que la segunda se centra en considerar
el horizonte al que accedemos a dicho resultado.

Podemos presentar la propuesta siguiente: partamos de
la base de que ampliamos L a un lenguaje £ al afiadir
un predicado monadico T(A) cuya interpretaciéon puede
ser definida parcialmente.?® Aplicando los principios que
resultan de la logica trivalente, interpretamos 7'(A) me-
diante un conjunto parcial < ¥, A >, en donde ¥ ha de
entenderse como la extension de T(A), y A es la antiex-
tensién de T(A).*° Al mismo tiempo ha de considerarse
T(A) de manera indefinida para entidades fuera de X UA.
Considérese que &£ < ¥, A > es la interpretacion de £ que
resulta de interpretar 7'(4) mediante el par < 3, A >.

Una observacion basica fue la presentada por Kripke
acerca de la nocién de “punto fijo”. Segin su propuesta,
un punto fijo viene a ser determinado por un par < £, A >
que satisface la siguiente condicién:

% Véase S. Kripke, “Outline of a Theory of Truth”, The Journal
of Philosophy, no. 72, 1975, pp. 690716 (trad. cast. Esbozo de una
teoria de la verdad. Cuadernos de Critica. México, UNAM, 1984),
p. 24. Véase Martin, 1984, p. 66.

2 En Kripke, 1984, p. 24, un conjunto parcial < ¥, A > viene
a ser presentado mediante el conjunto parcial (S, S2). Véase ademas
J. Padilla Géalvez, 1991, “Niveles de lenguaje, autorreferencia y las
paradojas”, Contextos, nos. 17-18, pp. 121-148, sobre todo pp. 140 ss.
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Si T'(A) ha de interpretarse como la verdad para el len-
guaje mismo L, que contiene al propio 7'(A), obviamente
debemos, 1) identificar la extension de 7'(A4) con el conjun-
to de codigos de las oraciones verdaderas de £ < 3, A >; 'y
2) identificar la extension de T (A4) con el conjunto de todos
los elementos del dominio que no son codigos de oracio-
nes de £ < ¥, A >, o son codigos de oraciones falsas de
£ < %, A >.3% Asi pues, se afirma:

Si A es una oracién cualquiera, A satisface (o falsifica) T'(x)
si y solo si A es verdadera (falsa) conforme a las reglas de
evaluacion.’!

El problema general es el siguiente: segiin (5), (8) y (11),
podemos deducir una formula en & que permita indicar
que una teoria es inconsistente. Consecuentemente, no po-
demos encontrar en el modelo clasico < M, ¥ >, el si-
guiente caso: sea > = {enunciado verdadero en el modelo
clasico < M, % >}. S. Kripke propuso la siguiente estra-
tegia para solucionar el problema: podemos encontrar un
modelo parcial que posea una propiedad analoga de modo
que podamos definir un punto fijo como un par < ¥, A >
que consta a su vez de 2> = {enunciado verdadero en el mo-
delo parcial < M, < 3, A >>}, y define: A = {Miembros
de |M| que no son enunciados} U {enunciados falsos en el
modelo parcial < M, < %, A >>1}.32

Lo que vamos a denominar ley [6gica se presenta en
forma de esquema de inferencia de la premisa a sequitur
la conclusion 3, precisada mediante el empleo de ciertas

3 Segtin la propuesta de S. Kripke, la eleccion de < 3, A > deter-
mina de manera univoca el conjunto de codigos de las oraciones ver-
daderas de £ < ¥, A > y el conjunto de los elementos del dominio
que no son codigos de oraciones de £ < X, A >.

31 Kripke, 1984, p. 25.

32 Veéase McGee, 1991, p- 89.
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categorias. El lenguaje & contiene, como constantes des-
criptivas, cierto niimero (que puede ser desde 0 hasta el
maximo infinito numerable) de nombres individuales y pre-
dicados. Para los nombres individuales emplearemos los
signos A1, Ag, ... Ay, ..., Aso. Para los predicados los sig-
nos Af,[o(z), donde el exponente o indice superior representa
el nimero de argumentos (o sujetos) a los que se puede
aplicar el predicado, en tanto que el subindice (o indice
inferior) tiene por finalidad distinguir entre predicados di-
ferentes que posean el mismo numero de argumentos.

Consecuentemente, < ¥, Aoo > es un punto fijo en el
siguiente sentido: si < X', A’ > es otro punto fijo, entonces
se cumple la siguiente condicion: Yoo C X' v Ay C A
Uno de los puntos negativos de la obra de McGee es el
de no haber agotado todos los argumentos formales sobre
la propuesta de S. Kripke,®® y creo que lo que a continua-
cion propongo sera en buena medida una critica subrepti-
cia a su propuesta.’* Podemos introducir las ideas basicas
al respecto del siguiente modo:

Lema;: La operacion X »— Af\.?(z) es mondtona en X;
si 2 C Y/, entonces vale: Aﬁ@) C A?‘?(E/).:SS

3 La propuesta de S. Kripke aparece como teorema 4.1. en McGee,

1991, p. 89.

3 La propuesta se basa en los estudios llevados a cabo por K.
Schutte y su elaboracion de la seméantica de la logica de predicados
intuicionista que propone Kripke. Véase K. Schutte, 1968, Vollstéin-
dige Systeme modaler und intuitionistischer Logik, Springer Verlag,
Berlin. Sobre todo el cap. V.

% La formulaciéon del marco general de la monotonia presupone
i) el establecimiento de la equivalencia de los siguientes postulados
que son diferentes entre si y no obstante mutuamente equivalentes:
a) caracterizar axiomaticamente la operacion de consecuencia mono-
tona; b) desarrollar la nocion de preservacion epistémica; c) analizar
las medidas de los operadores modales “necesidad” y “posibilidad”;
d) presentar los médulos preferenciales.
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Definicion;:

Lemas:

Definicions:

Lemas:

Definiciong:

Lemay:

Definiciong:

Teoremas:

Definicions:

Definimos un operador A de un subcon-
junto de A, del siguiente modo: A(Y) =
Ml(z, Aﬁ(zl)).

El operador A es monétono.>

Definimos para algunos >~ C A, una se-
cuencia transfinita EY del siguiente modo:
EQ = A(X); y EE = A(ES?), si se cumple
el que ES® = ﬂg<aE§.

Para algunos X D ¥/, y o > (3, entonces se
cumple: Eg D E§.37

Sea kyY = ﬂﬁ<aE§, y sea AP = A?\;(E;?)'

Para algunos ¥ C Y C A; vale: E® C ESY.
Finalmente, sea £ = E°.

El conjunto E satisface los siguientes crite-
rios: £ = {el mas grande ¥ tal que ¥ =
Mi(3,A)}, en el que A = {el mas pequefio
A tal que A = My(3, A)}.

Sea una coleccion 3 de conjuntos aceptables,
si esto es el caso que U C U{A(D)|X €
S}_38

3 La prueba se desarrolla mediante el Lema; y el hecho de que
M, es mondtono.

37 La prueba puede ser presentada mediante la introduccion de a.

3 Si {E} es aceptable, entonces, de hecho, aceptamos que una fa-
milia de conjuntos con la forma E3° es aceptable. Si pensamos al modo
leibniziano, entonces la unién de una coleccion aceptable, es aceptable
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Ahora bien, podemos obtener una caracterizacion dife-
rente de B:

Teoremag:  El punto fijo mds grande, denominado E
consta de la union de la coleccion aceptable
y méas grande de 3.

La caracterizacion que proponemos se sustenta en el he-
cho de que el universo D es una clase propia y no un
conjunto. Mediante este escueto desarrollo, la teoria del
punto fijo se convierte en una parte esencial de la teoria
ordinaria de la recursion y parte relevante de la aritmética
metamatematica.>

3.3. Teoria de la definicién inductiva

Hemos utilizado el método simbélico de un alto nivel de
abstraccion para elaborar un lenguaje formal en el que se
prueben teoremas del punto fijo y que es una nueva exten-
sion del calculo de predicados de primer orden. Los teo-
remas del punto fijo, de origen topoloégico —como hemos
podido comprobar— adquieren gran importancia para el
estudio de algunos teoremas de limitacion de los formalis-
mos logico-matematico como es la paradoja del mentiroso
expuesta en (1)—(5) y el teorema de Godel desarrollada en
(6)—(11). Estos vienen a ser caracterizados como casos par-
ticulares del teorema, mas general, del punto fijo.

El libro de G. Sommaruga-Rosolemos indica que el con-
cepto de verdad matematica, que viene a ser expresado
mediante el término “férmula correcta”, no es definible en

y consecuentemente, ésta no es otra que una coleccion aceptable de la
longitud de la demostracion. Los argumentos se fundan en el hecho
de que el conjunto EY° es un punto fijo de A. La monotonicidad o
rutina es el criterio basico para justificar dicho punto fijo. La nocion de
“coleccion aceptable” se asienta en la intuicién con la que trabajamos
cuando nos referimos a “familiaridad”.

3 Véase Sommaruga-Rosolemos, 1991, p. 55.
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la aritmética. Ahora bien, podemos recurrir al concepto de
“demostrabilidad-en-un-sistema-&” ya que es indefinible
en la aritmética. Por lo tanto, podemos presentar una pro-
posicién de € que afirme de si misma que es demostrable
en ¢. Intuitivamente, la proposicion ha de ser demostra-
ble en € y, en consecuencia, verdadera.

Si entendemos por demostracién el proceso que se realiza
para determinar en un lenguaje especifico si unas (expresio-
nes) formulas pueden generar otras, consecuentemente, los
lenguajes formalizados comparten una estructura comun
que viene impuesta por una definicion inductiva (o re-
cursiva). De este modo podemos definir la induccién (o
recursividad) mediante la propiedad que caracteriza a lo
que puede compartirse de forma indefinida. La induccion
(recursividad) permite investigar propiedades esenciales de
las reglas y a la vez permite enumerar un conjunto infinito
de pasos.

Esta alteracion se realiza de una manera muy fuerte y
viene a ser sancionada por el lema de la diagonalizacion,
y que afirma que para cualquier propiedad que exprese ¢,
¢ contiene siempre una proposiciéon que afirma que goza
de dicha propiedad. G. Boolos y G. Sambin lo han descrito
del siguiente modo. Lema de la diagonalizacién: para toda
formula 4(x) de € que contiene una variable libre y, puede
reconstruirse efectivamente una proposicion D4 de € tal
que €+ Dy < A("D7). En el lema de la diagonalizaciéon
no ha de confundirse el nombre individual "DA" con la
proposicion D 4, cuyo nombre en el sistema € es "D 4740

Conclusién

El trabajo Truth, Vaguenesse, and Paradox. An Essay on
the Logic of Truth es un ejemplo de meritoria parcialidad.

40 Véase G. Boolos y G. Sambin, 1991, “Probability: The Emergen-
ce of Mathematical Modality”, Studia Logica, 50, 1-23, p. 6.
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No es chocante que un autor que desarrolla una propuesta
tan novedosa acerca de la semantica del concepto de verdad
sea capaz de tratar el problema con ecuanimidad, ya que
posee una postura filosofica especifica. Las 134 notas que
aparecen en el libro son de los textos de los que se ha to-
mado alguna frase o dato y es obligado hacer mencion a las
fuentes manejadas por deferencia a sus autores y editores,
pero la reiteraciéon con que aparece una obra puede dar una
idea equivocada sobre la importancia proporcional que ha
tenido en el estudio del concepto semantico de verdad, va-
guedad y paradoja. Por ejemplo, uno de los articulos rese-
flados con mas frecuencia es el conocido articulo de S. Krip-
ke.*! Es una obra interesantisima, especialmente por su
innovacion. Igualmente cita con frecuencia a R. Montague.
Los trabajos de Montague son trabajos imprescindibles, sir-
ven para configurar una serie de problemas vinculados a
las paradojas. En cambio muchos trabajos imprescindibles
para entender algunos de los problemas légicos vinculados
al concepto de verdad abordados, se citan rara vez. Este
es el caso de las propuestas probabilisticas que permiten
que emerja la modalidad matemética.*? Dicha monografia
sirve eficazmente para conocer algunas propuestas alterna-
tivas pero es extraflo que no aparezcan los trabajos de C.
Bernardi, ni de D.H.J. de Jongh, ni de D. Guaspari, y sin
embargo aparezcan los de F. Montagna, C. Smorinski y
R.M. Solovay, que han trabajado con los anteriores autores
en la construccion de las propuestas logicas arriba tratadas.

El libro Fixed Pint Constructions in Various Theories
of Mathematical Logic es una excelente introducciéon en
la l6gica de la probabilidad. Su divisién entre los conceptos
basicos, las técnicas desarrolladas y los resultados a los

1 Véase S. Kripke, 1975, pp. 690-716 (trad. cast., 1984).

2 Vease, ante todo, el trabajo de Carl Smorinski, 1985, Self-Refer-
ence and Modal Logic, Springer Verlag, Nueva York.
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que se ha llegado, asi como la construccion de la teoria
del punto fijo en diferentes propuestas, permite acceder al
grado de complejidad de esta novedosa propuesta.

Existe una bibliografia amplisima, abrumadora, sobre as-
pectos semanticos y estructuras logicas del concepto de ver-
dad. A ella puede dirigirse el lector que quiera saber algo
sobre este tema. No hay en la actualidad ningtin trabajo
global sobre el tema. A pesar de mis esfuerzos personales,
no ha podido publicarse una reducida monografia que sirve
de introduccioén a las lineas generales de las propuestas ac-
tuales y mucho me temo que, debido a las circunstancias,
no sea posible publicarla. Por esta razon, los interesados
en el tema tendran que seguir buscando afanosamente en
bibliotecas y, sobre todo, en hemerotecas los principales re-
sultados a los que se ha llegado actualmente en este ambito
de investigacion.

Recibido: 5 de marzo de 1993
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