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1. Introduccién

El punto de vista segun el cual la logica es prioritaria res-
pecto de la matematica, como Church ha sefialado en [3],
se ha mantenido por fil6sofos y matematicos en un sentido
fuerte, unas veces, y en uno débil, otras. El primero iden-
tifica logica y matematicas o las entiende como un todo
cuyo desarrollo parte de aquélla y culmina en éstas; en el
segundo, en cambio, se considera que la naturaleza de las
teorias matematicas se conoce a través del estudio de la
logica, por la cual se determinan las consecuencias de un
sistema de postulados o axiomas. El éxito de la doctrina lo-
gicista como programa metafisico de investigacién' habria
dado el espaldarazo definitivo al punto de vista fuerte, pero
los sucesivos intentos de reducciéon de las matematicas a la
légica han terminado resultando vanos, de aqui que haya
prevalecido mas bien el punto de vista débil.

Cualquiera de los dos sentidos corresponde al logicismo.
Frege en sus ualtimos escritos, afios después de haber si-
do descubierta la paradoja de Russell, expres6é su opinion
de que en matematicas tal vez haya postulados especificos

! Véase Nepomuceno [9], donde aparecen diversos sistemas forma-
les representativos.
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pero, una vez establecidos, no tienen un comportamiento
distinto de los puramente logicos.? En cualquier caso, el
fracaso de Frege se intent6 paliar con el sistema de Prin-
cipta Mathematica de Russell y Whitehead, de una logica
de teoria de los tipos, el cual, a su vez, se pone en tela de
juicio méas tarde. Las criticas que surgen a partir del de-
nominado teorema de incompletitud de Godel y otras que
puedan hacerse (planteamientos intuicionista y formalista,
grado de complejidad de algunas partes de la matematica,
etc.) no significan la muerte del logicismo.

Para mostrar lo fructifero de algunas ideas inherentes al
logicismo, tras introducir brevemente las consecuencias pa-
ra la logica del resultado de Godel, propondremos un siste-
ma de logica de predicados de segundo orden, haciendo una
presentacion no genuinamente logicista, aunque perfecta-
mente compatible con esta doctrina. El lenguaje formal de
tal sistema permite la formalizacién de una expresion cuyo
significado sea la paradoja de Russell, aunque las conse-
cuencias de ello pueden evitarse. Por ultimo, obtendremos
algunos teoremas interesantes para la discusion de la vali-
dez de aquellas ideas en su tiempo.

2. La incompletitud esencial de la légica de segundo orden

El teorema de incompletitud de Giodel se puede expresar en
los siguientes términos: Si AP es w—consistente, entonces
existe al menos una férmula v del lenguaje de AP que no
es demostrable ni refutable. v —la formula de Godel—,
puesto que, interpretada, afirma su propia indemostrabili-
dad, es, ademas, aritméticamente verdadera. Aqui AP re-
presenta un sistema de aritmética de axiomas de Peano con
una logica de predicados de primer orden como logica sub-
yacente, siendo 7y una formula tal que no es demostrable en

2 Nagelschriften, editados en parte en espaifiol en [6].
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AP, a pesar de tratarse de una consecuencia logica de los
axiomas de AP, puesto que es aritméticamente verdadera
o verdadera cuando lo son los axiomas y teoremas de AP,
y tampoco —y es demostrable; la nocion de w—consistencia
es la usual, aunque esta condicion de la hipétesis se puede
generalizar a simplemente consistente (como hiciera Ros-
ser).

Para mayor facilidad usaremos las siguientes abreviatu-
ras: - por “demostrable en un sistema”, |= por “consecuen-
cia logica” (en su caso, segun la disposicion de las formulas,
“validez universal”). En cuanto al citado teorema de Godel,
veamos en primer lugar que su tesis es compatible con la
completitud de los sistemas de logica de predicados de pri-
mer orden. Consideremos que A es el conjunto de los axio-
mas no logicos de AP; este conjunto es infinito —pues son
axiomas todas las formulas del lenguaje de AP instancias de
los esquemas axiomaticos de Peano.” Establecido el teore-
ma, si AP es consistente, entonces no AP F v, es decir, no
A 7; como 7y es aritméticamente verdadera, todo modelo
de A ha de ser modelo de 7, por lo que A |= vy, de aqui,
si A fuera finito, (Ajefav € A) =7, donde Ajera € A re-
presentaria (si ello fuera posible) la formula resultante de
la conjuncién de todas las formulas de A. De lo anterior se
llegaria a que (= Ajera € A) — 7y, por la completitud
de la logica de primer orden,* - (Ajcrar € A) — 7, de
donde Ajcrae € A F v . Pero A no es un conjunto finito
y, por tanto, no existe la formula A-cja € A.

3 En realidad son cuatro axiomas: 1) todo nimero tiene un suce-

sor; 2) si los sucesores de dos niimeros son idénticos, entonces tales
ntmeros son idénticos; 3) si dos nimeros tienen un mismo sucesor,
entonces los dos nimeros coinciden; 4) existe un niimero que no es
sucesor de ningin otro nimero, y un esquema axiomatico, a saber,
el principio de induccién completa (cuyas instancias son tantas como
formulas posibles, es decir, infinitas).

* Probada, por ejemplo, [2]; las primeras pruebas se deben a Gédel
y Henkin.
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Dado un lenguaje formal de primer orden, es posible de-
finir una ampliacion a segundo orden sin restringir la cuan-
tificacion a variables individuales; asimismo, los correspon-
dientes sistemas formales seran ampliables. Tomando uno
de estos sistemas formales de segundo orden, y expresan-
do en su lenguaje los axiomas de Peano, obtenemos un
conjunto finito de féormulas; en este caso el principio de
induccion se representa mediante una féormula cuyo signo
loégico principal serd un cuantificador universal que liga
una variable predicativa. Sea A’ este conjunto, entonces
ANA' estara integrado por los axiomas de Peano distintos
del principio de induccion; con A’ y el sistema formal de
segundo orden como logica subyacente, se establece el sis-
tema AP’. En general, cada formula del lenguaje de AP es
una férmula del lenguaje de AP/, por ello v es una formula
del lenguaje de AP’. Si AP’ es consistente, se verifica que
A"+~ o A’ —? Veamos que no.

Planteamos como hipotesis que A’ F ~. Entonces hay
una deduccion de 7 en el correspondiente sistema; es de-
cir, hay una secuencia finita de formulas 61, 69, . . ., 6,, para
No > n > 1, tal que ¢;, para cada i < n, es un axioma o se
obtiene de algin axioma o de alguna formula precedente
(que es axioma o se obtiene a su vez de formula precedente)
por aplicacion de las reglas del célculo, y 6, es la propia
v. Realicemos las siguientes operaciones: para cada ¢ < n,
1) si 6; € AN A, o se obtiene desde axiomas miembros
de AN A’, entonces 6/ es 6;; 2) si 6; es el principio de
induccion o se obtiene desde este axioma, 6! es la formula
resultante de sustituir dicho principio por instancias del
mismo (por eliminacién del cuantificador universal); 3) si
0; se ha obtenido mediante una regla de generalizacién de
predicados aplicada a 6;_j, entonces ¢’ es 6;_j. Eliminando
las posibles repeticiones de la secuencia 67, 85, ..., 6, se
obtiene la secuencia 11,72, ..., Ny, para m < n, la cual ve-
rifica lo siguiente: cada una de ellas es un axioma de A o se
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obtiene de algiin axioma de A o de otra formula precedente
(que es axioma o se obtiene a su vez de formula precedente)
y, por ultimo, 7,, es 'y;5 es decir, hay una deduccion de 7,
por lo que A = v, lo cual es imposible, de acuerdo con
el teorema de Godel. Mediante un planteamiento similar
se infiere que tampoco A F —v. Concluimos, pues, que si
AP’ es consistente, entonces es incompleta.

Teniendo en cuenta que es finito, A" = {ay, a9, ...,
Ay}, para k > 1; sea la formula ay A ag A -y, la
cual, como es obvio, es una formula del lenguaje formal
de AP’. Puesto que AP’ |= +, se verifica que A’ E ~
y, en consecuencia, a; A ae A -+ A ap = 7, de donde
Eap Aag A+ Aag — 7, asimismo formula del lenguaje
formal de AP’ y, por lo visto anteriormente, no se dara que
Fair Aas A--- A — 7. Entonces, hemos hallado una
formula del lenguaje formal de segundo orden que seria
aritméticamente vélida y, sin embargo, no demostrable en
el correspondiente sistema, por lo que éste no es completo;
ahora bien, dada la generalidad con que ello se ha estableci-
do, de un lado, y la categoricidad de los axiomas de Peano
respecto de los modelos aritméticos estandar,® de otro, po-
demos concluir que, cualquiera que sea el sistema logico,
hay una formula —la citada ay A ag A -+ A ap — y—
que es universalmente valida pero no demostrable. Mas
ain, si incorporamos 7y como nuevo axioma, siguiendo
el método de Godel hallariamos otra formula v, tal que
se verificaria = oy A ag A -+ A ap Ay — 7% pero no
Fay Aag A+ ANagp Ay — 7 asi se procederia sucesi-
vamente, de manera que los sistemas formales de segundo
orden son incompletables.

> Notese que v no se ha podido obtener por generalizaciéon pre-
dicativa, puesto que es una féormula del lenguaje de AP, de primer
orden, por tanto.

® Cfr. Church [2].
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Esta limitacion esencial de sistemas formales suficiente-
mente expresivos representa un serio inconveniente para
el punto de vista de la prioridad de la légica en sentido
fuerte. Que los teoremas matematicos hayan de ser de ca-
racter logico es una exigencia acerca de la naturaleza de los
mismos, y, en primer término, ello es independiente de la
incompletitud del sistema; pero que ninguna loégica permita
demostrar todas las expresiones consecuencia logica de sus
axiomas puede interpretarse como un argumento contra la
proposicion toda verdad matemdtica es una verdad légica,
con lo cual, si dice algo, lo dice contra tal punto de vista.

3. Sistema formal de segundo orden

El logicismo, como doctrina filosofica, se puede sostener
aunque se presenten diferentes sistemas como formas del
mismo. No se trata de identificarlo con el formalismo, aun
cuando se seleccione un sistema formal, sino que, como
hiciera Frege,’ el sistema logico en cuestién sera el mar-
co en el cual se efectuaria la reducciéon de matematicas a
logica; el sistema de Frege fue el de Grundgesetze; el de
Russell y Whitehead, el de Principia Mathematica. Aqui
propondremos un sistema de logica de segundo orden con
nominalizaciéon de predicados, por las siguientes razones,
entre otras:

1) La reduccion se haria —si ello fuera posible— me-
diante un sistema cuyo lenguaje fuese suficientemente ex-
presivo. La opcion estaria asi entre una teoria de conjuntos
—tipo ZF o NBG—, como sistema especial de primer or-
den, o una logica de predicados de segundo orden, siendo
esta Ultima preferible para representar las leyes de la logi-
ca, sin restringir la cuantificaciéon a términos individuales,
frente a una teoria tipo ZF o NBG, que seria una teoria

" Véase Cocchiarella [1].
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matematica méas, de acuerdo con los planteamientos logi-
cistas.

2) El tratamiento de simbolos representantes de obje-
tos abstractos, necesario al efectuar la reduccion, requiere
previamente un tratamiento légico de la nominalizacion,
ya sea mediante una teoria de los tipos o mediante algun
otro artificio, como, por ejemplo, el de implantar una no-
tacion especial para tales objetos (aqui expresados como
A-abstractos) y considerar los términos, en general, segin
la posiciéon, argumental o funcional.

3) Un sistema de segundo orden con nominalizacion per-
mite expresar las leyes logicas de manera que su forma sea
independiente de la propia nominalizacion y de la posicion
de los términos. Ademas, por la naturaleza insaturada del
predicado, los términos predicativos no estaran formalmen-
te organizados en una jerarquia de tipos logicos.?

Sea £ un lenguaje que consta de los siguientes conjuntos
de signos: T'(£) o conjunto inicial de términos, formado
por variables individuales y pardmetros, como términos
individuales, y variables predicativas y relatores —uno de
los cuales es la identidad—, como términos predicativos
de aridad o tipo n > 1; CL es el conjunto de las constantes
logicas, las usuales incluyendo el signo “A”, aunque son
suficientes -, — y V (las restantes se usaran como abre-
viaturas, Jxa de =Vx—a, etc.); se emplean algunos signos
auxiliares (como paréntesis, corchetes, puntos, etc.); F(L)
es el conjunto de las férmulas que se define de acuerdo con
las siguientes clausulas:

1) sia,be T(L), entonces a = b € F(L);

2) si R es un término de tipon > 1,61, b9,...,b,, sonn
figuraciones de términos —pudiendo haber repeticiones—,

entonces R(by,bs ..., b,) € F(L);

8 En una jerarquia tal, si P y X son términos distintos y X
no es del tipo de P —es decir, no es de un determinado campo de
argumentos— entonces P(X) V = P(X) es una expresion sin sentido.
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3) si o, B € F(L), entonces ~a, =3, — [ € F(L);

4) si « € F(L) y s es una variable de cualquier tipo,
Isa € F(L).

T'(L) es el conjunto final de los términos, definido de
acuerdo con las reglas: 1) si X € T(L), entonces X €
T'(L); 2) si x1,%9,...,%,, son n > 1 variables distintas
y ¢ € F(L), entonces [Ax1,x9,...,x, - ©] € T'(L), se
denomina A-abstracto y se dice que es de tipo n.

Las nociones de subférmula, figuracion libre de una va-
riable, figuracién ligada, etc., son las habituales. En un
A-abstracto como [Axy,x2,...,x, - ], las figuraciones de
X1, X2, ..., X en @ se dice que estan ligadas (por \) y si en
¢ no figura ningin cuantificador ni A, entonces cualquier
variable distinta de éstas figura libre en . (3(r/s) represen-
ta la formula resultante de sustituir en 3 las figuraciones
libres de la variable s por el término r, siempre que s no
figure en ninguna subféormula de la forma Vra o dra,r y
s sean del mismo tipo y resulte una férmula estratificada
—Ilo que se define mas abajo— si la primera era de esta
clase.

En £ se puede formalizar un enunciado que no es mas
que una version de la paradoja de Russell. En efecto, sea
“hay un predicado que si se predica de si mismo, enton-
ces no se predica de si mismo” y la formula IP(P(P) —
—P(P)), cuyo sentido se puede parafrasear como dicho
enunciado; incluso determinados sistemas de calculo l6gico
permiten su demostraciéon como teorema, y éstos resultan,
por tanto, inconsistentes.” Habiendo desechado la formu-
lacion de un sistema con jerarquia de tipos, para evitar los
problemas derivados de la paradoja se establece un meca-
nismo que supone una teoria de tipos logicos: la estratifica-
cion de las formulas del célculo, junto con las restricciones
impuestas a la operacion de sustitucion. En lugar de esta

9 Véase Cocchiarella [1] y Nepomuceno [8].

92



via, que mantiene una jerarquizacion de los tipos en un
nivel metalingiiistico, se puede adoptar una seméantica pa-
ra L en la cual formulas como IP(P(P) — —P(P)) no
se consideren verdaderas o falsas bajo cada interpretacion,
sino denotando un tercer valor de verdad (indeterminado
o desconocido, por ejemplo); es decir, considerando una
semantica trivalente, aunque ello no es necesario para el
objeto del presente trabajo.

Una formula o se dice que esta estratificada si y sélo
si existe una asignacion 7 de numeros naturales al conjun-
to de todos los términos de o que verifica las siguientes
condiciones:

1) Para todos los términos «x,y, si x = y es una sub-
formula de «, entonces 7(x) = 7(y).

2) Si R(by ... by,) es una subformula de o, 7(b1) = - - - =
7(by) vy T(R) = 7(b1) + 1, para n > 1.

3) Si [Axy...x, -] figura en «, entonces T(x,) = -+ =
T(x1) vy, ademas, 7([Axy...x,-¢]) = 7(x1) + 1, para n > 1.

El sistema de calculo consta de axiomas y reglas de in-
ferencia. Son axiomas todas las instancias de los siguientes
esquemas de formulas (o, 3, v 9 representan férmulas
que estan estratificadas, como los términos, si éstos son
A-abstractos):

1) a— (3 — a);

2) (@ — (3 —7) = (@ — B) = (@ — )

3) (-3 — —a) — (@ — f);

4) Vx(a — ) — (v — Vxf3), si x no figura libre en «;

5) Vsao — a(r/s), siendo 7(r) = 7(s);

6) a = b — (p — 1), donde 1) se obtiene desde ¢
reemplazando alguna figuracion libre de b por a.

Las reglas de inferencia son:

1) Modus ponens: de av y a — [3 se infiere [3;

2) Generalizacién: de a, si s es una variable, se obtiene
Vsa;
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3) A-conversién: de Vxy ... x,(0 < V), [Ax1...20, -] =
[Ax;...x, - Y] (y viceversa), donde las féormulas y A-abs-
tractos estan igualmente estratificados.

4. Cardcter logicista del sistema

Aunque algo se ha sefialado ya, veamos como este sistema
formal capta una buena parte de los planteamientos logicis-
tas. A este respecto son de interés diversos teoremas cuya
demostracion requiere la prueba previa de los denominados
teorema de la deducciéon y teorema de intercambio; para
no alargar innecesariamente este apartado, indicamos sélo
en qué condiciones son asumidos. Si 'U{a} F f —donde
I' es un conjunto de formulas, aunque puede ser vacio—,
entonces [' = o — 3, siempre que [ no se haya obtenido
por aplicaciéon de la regla 2) de generalizacién a o o a
otra férmula de T', la cual se hubiera obtenido a su vez por
aplicacion de dicha regla. Segtin el segundo teorema citado,
si -7 <> 0,7 es una subféormula de A y B es la formu-
la que resulta de intercambiar v por ¢ en A; entonces,
F A < B; en la demostracién se harin tantos supuestos
acerca de la forma de A como el nimero de axiomas: si A
esa — (0 — @)y v es q, entonces - 6 — (6 — 0), por
ser el propio axioma 1) y asi sucesivamente, aplicando el
teorema de la deduccion cuando sea necesario.
Pll(")obaremos, en primer lugar T'1: = dR([Ax - R(x)]) =
R).
Por axioma 3) (VR—([A\x - R(x)] = R) — —([\x - R(x)] =
[Ax - R(¥)])) — ([Ax - R(x)] = [Ax - R(x)] — =VR=([Ax -
R(x)] = R));
VRA([M - R@)] = R) — (- R(@)] = P - R)):

axioma 5);

19 Nos referimos a signos predicativos monadicos por comodidad
de escritura; como es evidente, los resultados se extienden a n-adicos
para n > 2.
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([)\2 - R(x)] = [Mx - R(x)] — =VR=([Ax - R(x)] = R));
modus ponens;
l[_)\x _R(x)] = [Ax - R(x)]; puesto que para cada término x,

“VR-([Ax - R(x)] = R), es decir, - AR([A\x - R(x)] = R).

T2: = [Mx - R(x)] = R. Si F =[A\x - R(x)] = R, VR
—([Ax - R(x)] = R), por generalizacién, y teniendo en
cuenta el teorema de la deduccion,
~([Ax - R(x)] = R) — VR—([Ax - R( )] = R);
(=([Ax - R(x)] = R) — VR=([Ax - R(x)] = R)) — (VR
~([Ax - R(x)] = R) — ([Ax - R(x)] = R)), axioma 3);
“VR=([Ax - R(x)] = R) — ([\x - R(x)] = R), por modus
ponens;
[Ax - R(x)] = R; por modus ponens (con T'1).

T3:F JdR([Ax-¢] = R), donde ¢ es una formula en la que
R no figura libre.

(VR=([Ar- @] = R) — =([Ax- o] = [Ax-])) = ([Ax- ] =
v ] — ¥R ([ - o] = R)),

axioma 3) y teniendo en cuenta que R no figura libre en ¢;
VR-([Ax - ¢] = R) — —([\x - ¢] = [A\x - ¢]), axioma 5)
(res[Ax-p]ysesR);

[Ax - ] = [ - @] — °VR~([M\x - ¢] = R), por modus
ponens;

“VR=([A\x - ¢] = R); por modus ponens (puesto que
[Ax - ©] = [M\x - ¢]); es decir, AR([A\x - ] = R).

T4: F 3RVx(R(x) < [3), donde R no figura libre en .
Teniendo en cuenta que, para cualquier formula «, se pue-
de establecer que - a < «, sea la férmula R(x), entonces
R(x) — R(x); ([\x-R(@)] = R) — (- R()](x) < R(x));
por modus ponens (con T2), [Ax- R(x)](x) < R(x); tenien-
do en cuenta el mencionado teorema de intercambio, para
cada formula § (en la que R no figure libre), se obtiene
[Ax - ©](x) < @ v, por generalizacién Vx([Ax - ¢](x) <

95



©); como, haciendo uso de axiomas 3), 5) y modus po-
nens, para cualquier formula o, «a(r/s) — Jsa, enton-
ces Va([Ax - ¢](x) < ¢) — JRVx(R(x) < ¢); de aqui
JRVx(R(x) < ), por modus ponens.

Desde un punto de vista del logicismo fregeano, el papel
de un predicado depende de la posicién que ocupa en el
contexto de una sentencia; en posicion de predicado esta-
ra representando un concepto, mientras que en posicion
de argumento mas bien se representa un objeto. Dado un
predicado F', sea ¢ el concepto por él representado; puesto
que no es lo mismo “el concepto ¢” que “la extension del
concepto ¢” —en el primer caso se ha nominalizado—,
ha de ser también en su contexto donde se establezca una
u otra alternativa. En el sistema formal precedente se capta
esta ambivalencia: si F'(G) es una formula en la que F'y G
son términos predicativos (monadicos), podemos decir que
F esta por un concepto considerado en su extension y G
como concepto-correlato.

La teoria de los tipos de Russell, como instrumento 1util
para eludir la paradoja de Grundgesetze, no como clasifi-
cacion jerarquica de los términos del lenguaje del sistema
formal, queda también incorporada con las exigencias de
estratificacion de las formulas y las restricciones en sustitu-
cion. Las leyes de Grundgesetze, expresadas como formulas
de L, son las siguientes:!?

L (0 — (8 — 1) — (@ = §) — (@ — 7);

II. a) Vxa — «a(b/x) —=, b individuales—;

b) VPa — a(R/P)—P, R predicativos—;

ITI. a = b — (¢ — 1), obteniéndose ¢ desde ¢ reem-
plazando alguna figuracion libre de b por a;

IV. (20 = —a) — (o — P);

Vo[ A2y cxn0] = [Axq . o2 00] <= Vg oo a0 (= );

11 Frege [5]. Véase también Cocchiarella [1].

12' Como es obvio, con las mencionadas restricciones.
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VL [Ax1...2, - R(x1...2,)] = R).

Estas son demostrables en el sistema. En efecto, la ley V
de Frege se obtiene mediante aplicaciones de la regla 3) y
por teorema de la deduccion, en el supuesto de que ¢ y ¥
son férmulas estratificadas. Las restantes leyes de Grund-
gesetze son asimismo demostrables: la I es el axioma 2);
I1.a) y II.b) son el axioma 5) para variables individuales
y predicativas, respectivamente; la III es el axioma 6); la
IV es el axioma 3); por tdltimo, la VI es el T2 antes pro-
bado y las reglas de inferencia son las de modus ponens y
generalizacion.

En el lenguaje de este sistema, haciendo uso del A-ope-
rador, se ha facilitado la definicion de objetos abstractos.
Los ntimeros naturales, teniendo también en cuenta las di-
rectrices de Grundlagen, son expresables en el lenguaje del
sistema formal que comentamos; asi, 0 se expresa como
[Ax - =7x = x]; 1 como [A\y -y = [Ax - 7x = x]]; 2 como
Mz -—z=2Vz= [\ -y = [\ —x=x]]]; etc.® No
se ha recurrido a ningin axioma de infinitud, por lo que
no se presupone la existencia de una coleccion infinita de
objetos concretos; pero los teoremas que se obtienen garan-
tizan alguna totalidad infinita, en la que estaran incluidos
objetos concretos y A\-abstractos. Si tomamos los digitos co-
mo abreviaturas de los A-abstractos correspondientes, por

13 Aqui podrian surgir ciertas dificultades de interpretacion. Por
ejemplo, teniendo en cuenta T2, si un signo predicativo R de £
representa un concepto, la extension de éste es definible mediante
A-operador o, lo que viene a ser lo mismo, un modelo (abstracto) de
L define internamente las extensiones. Entonces la serie numérica no
se define internamente mediante modelos del sistema formal y parece
presupuesta, contra lo que se afirma maés tarde. En cualquier caso, en
esta exposicién se considera el planteamiento de un sistema logicista
como el de una logica plena en el sentido de contar con un lenguaje,
una semantica para el mismo y un mecanismo deductivo, y, aunque
no exento de dificultades, ello puede ayudar a una mejor comprension
del significado de esta doctrina.
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el anterior T'3 se contara, para cada n > 0, con una expre-
sion IR(n = R). Por otra parte, el nimero de conceptos
(y relaciones) representables en el sistema —en los dos
sentidos arriba sefialados— es tanto como el de posibles
formulas estratificadas; a este respecto, T4 no es mas que
un esquema axiomatico de comprehensién, gracias a cuya
demostracion en el sistema podemos afirmar, ademas, que
éste es normal. '

5. La supervivencia de un logicismo moderado

A lo largo de los parrafos precedentes no hemos ofrecido
argumentos que inviten a concretar el programa logicis-
ta con el entusiasmo de sus primeros inspiradores; pero
tampoco hemos hallado una razén suficiente para relegarlo
definitivamente por inservible a un rincon de la historia
de la logica (que ya no hubiera que tocar por concluido).
Si nos atenemos a la perspectiva segin la cual la mate-
matica, de alguna manera, es logica, tal vez sea admitida
por pensadores “no logicistas”; ello plantea la pregunta de
si acaso no estamos usando el calificativo de logicista en
un sentido distinto del habitual. En concreto, el punto de
vista fuerte, mencionado al principio, es inequivocamente
logicista; el mismo punto de vista, ahora en sentido dé-
bil, puede entenderse como el minimum que la filosofia
logicista posee como halito para atajar los problemas de
fundamentos, frente al empuje de otras doctrinas, como se
observara haciendo alguna recapitulacion.

Las posiciones logicistas son de interés para el estudio
de los fundamentos de la matematica. Una logica adecuada
para estas tareas es la logica de predicados de segundo

4 En realidad, en este trabajo no se ha estudiado la normalidad de
modelos; pero ningiin modelo es normal si no satisface el axioma de
Aristételes (en este sistema el nimero 5) o el principio de comprehen-
stén. Véase Church [2] o Nepomuceno [10].
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orden; que sea presentada como un sistema formal es una
cuestion al margen, y su incompletitud (estandar) afecta al
programa logicista de algin modo; pero la concepcion de la
naturaleza logica de los teoremas de las matematicas queda
indemne en cierto sentido.'?

Como hemos visto, la incompletitud de sistemas arit-
méticos elementales probada por Godel tiene como conse-
cuencia, cuando se pasa a sistemas aritméticos de segundo
orden, que la incompletitud se transfiere, por asi decir, a
la l6gica misma y, dado que el sistema logicista definido
es de segundo orden, éste es incompleto; sin embargo, su
caracter logicista no se ve afectado por esta limitacion, a
tenor de lo indicado en el apartado precedente. Por otra
parte, si entendemos como fundamentacién de un cuer-
po de conocimientos una reconstrucciéon de sus principios,
verdades o proposiciones cognoscibles,!® ya sea por axio-
matizacién o reduccién, entonces el sistema propuesto es
una combinaciéon de ambos métodos, puesto que se trata
de un sistema axiomatico en el cual se estudian nociones
utiles para el intento de reduccion logicista.

Aunque no hemos estudiado la consistencia de este siste-
ma axiomatico, hemos de hacer algunas observaciones acer-
ca de este punto. En primer término, en caso de no restrin-
girnos a férmulas estratificadas, como se ha sefialado mas
arriba, se pueden derivar versiones de la paradoja de Rus-
sell. Por ejemplo, por T3 se obtendria FP([Ax - —x(x)] =
P); suponiendo que éste sea R, [ \x - —x(x)] = R, y, por
aplicacion de la regla de A-conversion, [Ax - —x(x)] = R <
Vx(R(x) < —x(x)), por lo que Vx(R(x) < —x(x)), de don-
de, puesto que Vx(R(x) < —x(x)) — (R(R) < —R(R))

15 De hecho, el resultado de Godel afecta mas a las pretensiones
formalistas, aunque, en contrapartida, serin sus métodos los que se
impongan definitivamente.

16 Cfr. [11] pp. 26 y ss.
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—axioma >)—, por modus ponens R(R) < —R(R). Por
otra parte, de acuerdo con T4, IPVx(P(x) < Vy(y = x <
—y(x))), de donde se puede deducir que para algin P,
P(P) — —P(P).'" En cualquier caso, sin embargo, estos
ejemplos contienen formulas no estratificadas, a diferen-
cia de lo que se contempla en el sistema en cuestion; de
aqui que no proceda su aplicacion. En segundo lugar, si se
probara la correccion del sistema, entonces éste seria con-
sistente; ello irfa en la linea de entender que los axiomas
1), 2) y 3) son tautologias, 4) y 6) se pueden considerar
validos, 5) representa el axioma de Aristoteles; en cuanto
a las reglas, las dos primeras son bien conocidas y la A-
conversion capta la idea de que dos conceptos (o relaciones,
en su caso) de idéntica extension (en los cuales caen exac-
tamente los mismos objetos) son equivalentes, siempre que
supongamos que algunos conceptos carecen de extension o
que no toda férmula determina un concepto —nicamente
las estratificadas lo hacen. En términos modelo—teéricos,
definiendo adecuadamente c6mo se interpretan los \-abs-
tractos en modelos fregeanos,'8 para obtener la consistencia
habriamos de construir un modelo (fregeano) del sistema.

Para concluir, constatemos que se dan dos hechos rele-
vantes:'? 1) la paulatina reducciéon del vocabulario propio

7 En [8] aparece una derivacién en un sistema de calculo tipo Gent-
zen. En [1] aparecen diversos comentarios y deducciones de férmulas
que son versiones de la paradoja, también determinados resultados de
consistencia relativa de ciertos sistemas axiomaticos.

18 Véase [8]. M = ((D))ier, f, I) es un modelo fregeano si
({D;Yicr,f) es un marco fregeano e T una funcién interpretacion. El
marco verifica lo siguiente: (D;);cs representa una familia de dominios
Doy, Dy, ..., tal que Dy # () y, para todo n > 1,D, C P(D"); f es
una funcion con dominio en (J;c;{D;} y rango en Dy, de manera que
si ¢ € Dy, f(c) = ¢, mientras que si R € D,, para n > 1, entonces
F(R) € Dy.

19 Con matizaciones mas o menos ligeras. Cfr. Church [2]. [1] es
también de interés al respecto.
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del lenguaje ordinario de la matemética a practicamente
muy poco mas que el vocabulario de la logica; 2) la tenden-
cia a desarrollar la mayor parte posible de teorias matemati-
cas —sobre todo en la perspectiva de su fundamentacion—
a partir de los mismos sistemas axiomaticos, es decir, a
partir de sistemas de axiomas con una misma logica sub-
yacente. Aunque no se trata de un mérito exclusivo del
logicismo, estas circunstancias refuerzan la idea de que el
mencionado punto de vista débil prevalece.
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SUMMARY

The point of view according to which logic has priority
over mathematics has been maintained by some philosophers
and mathematicians in two senses: a strong view and a weak
view. Both of them are logicist: The first one regards mathe-
matics as reducible to logic. The second one considers that the
essence of mathematics can be known by researching the logical
consequences of a certain system of postulates or axioms; thus,
the underlying logic (whatever the mathematical theory might
be) is crucial for this sort of studies.

Some logicist concepts are interesting in philosophy of mathe-
matics. So it is necessary to study the state of being in use of each
point of view. In fact, the weak view has prevailed. To show that,
we settle down how logicist statements have been influenced by
Godel’s theorem, though that goes against formalist philosophy.
Afterwards, we present a formal system for second order logic;
treatment of nominalization is enclosed, and every Frege’s law
is proved to be a theorem. Finally, a short balance is made.
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