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Durante varios siglos el infinito ha constituido uno de los
enigmas mas espinosos para el pensamiento. De las reflexio-
nes filosoficas y teologicas a las teorias matematicas, el pro-
blema del infinito ha estado siempre presente, en algunos
casos como tema central y en otros como elemento incon-
torneable.

Después de que a partir de los argumentos de Zenoén
se podia afirmar la divisibilidad al infinito de cualquier
segmento, y con ello se podia concluir que cualquier distan-
cia por recorrer podia ser considerada infinita, el caracter
paradojico que acompaifiaba esta nocion quedé de manifies-
to. Con sus comentarios acerca del infinito presentados en
el libro III de la Fisica, Aristoteles intentd resolver este
aspecto paraddjico y hacer inteligible el infinito. De esos
comentarios podemos extraer dos conclusiones: por un la-
do, el infinito existe necesariamente, pero la existencia del
mismo s6lo puede ser en potencia. Tal existencia se mani-
fiesta tanto en la propiedad de divisibilidad al infinito de
las magnitudes como en la propiedad de adicién al infinito

* El presente articulo se redactd con el apoyo de los proyectos

IN600193 e IN600792 de la DGAPA.
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de las cantidades. Ahora bien, no hay ni cantidades infini-
tas ni magnitudes que sean el resultado de una divisién al
infinito. El reto de dar cuenta de estas dos propiedades, en
apariencia simétricas, para las magnitudes y las cantidades,
constituye no s6lo un problema en el ambito de la reflexion
filosofica, problema ya sefialado por Zenoén, sino que marca
también los ejes en los que se definen tanto los conceptos
centrales como los puntos incontorneables de la geometria
y de la aritmética. Por ello, las ciencias de las magnitu-
des y la de las cantidades suponen para su inteligibilidad
la existencia, en tanto que atributo, del infinito en poten-
cta. La una requiere la posibilidad de la divisibilidad de
las magnitudes que apoye la propiedad de continuidad
de las figuras geométricas, y de ellas la mas sencilla: la
linea. La otra requiere de la posibilidad ilimitada de la adi-
cion, condicion sin la cual se llegaria al absurdo de suponer
la existencia de tan s6lo un nimero finito de nidmeros. De
lo infinitamente pequefio a lo infinitamente grande el in-
finito provee de sentido, por su existencia en potencia, a
la geometria y a la aritmética.

Pero este modo de caracterizar el infinito no permanecié
invariable, aunque debemos decir que todos los intentos de
clarificarlo se definieron, de un modo u otro, respecto de
esta posicion aristotélica.

El pensamiento filosofico en el siglo XIV anuncia ya un
cambio respecto de Aristoteles, cambio que anuncia la des-
truccion del cosmos ptolemaico: si la finitud del cosmos
cerrado habia constituido el correlato necesario a la teo-
ria aristotélica, los intentos del pensamiento del siglo XIV
por concebir el infinito como un atributo, de hecho como
el tinico atributo propio a la existencia de Dios, inician
un camino que intentara reconocer en el universo, en un
principio como manifestacion divina, una prueba de la exis-
tencia en acto del infinito. De Nicolas de Cusa a Giordano
Bruno se abre poco a poco la posibilidad para el nacimiento
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de un nuevo pensamiento astronémico que culminara con
las teorias de Galileo y Newton.

Segtin una interpretacion ya clésica, a partir de la revolu-
cion cientifica que dio inicio en el siglo X VII, el desarrollo
de las ciencias, en particular el desarrollo de la mecanica y
del célculo infinitesimal, habria inaugurado una nueva era
en la cual las reflexiones teologicas o metafisicas cedieron
poco a poco su lugar a las determinaciones propiamente
matematicas del infinito. Ello, sin embargo, no eliminé ni
volvio caduca la caracterizacion artistotélica acerca del in-
finito, ya que si bien el calculo infinitesimal dio lugar a
nuevas entidades matematicas como las magnitudes “infi-
nitamente pequefias”, las “magnitudes evanescentes” o las
“magnitudes infinitamente grandes”, el infinito del cual se
ocupaba el nuevo calculo seguia siendo esencialmente un
infinito en potencia. Este fue el caso para las magnitudes
infinitamente grandes cuyas reglas de calculo intenté do-
minar Leonhard Euler,! y lo fue también en el caso de las
magnitudes infinitamente pequeiias tal y como éstas fueron
determinadas en el calculo infinitesimal de Cauchy: el pro-
ceso de paso al limite de una magnitud variable eliminé
la posibilidad de que los infinitésimos fueran considerados
magnitudes que reflejan la existencia en acto del infinito.
Asi para Cauchy? el tnico caso considerado para el limite
de una serie —una suma infinita— era aquel en el cual
dicha suma fuese un ntiimero finito.> Dicho valor finito s6-

! Nos referimos esencialmente al tratamiento formal y algebraico
que Euler propone para las magnitudes infinitamente grandes —y para
las magnitudes infinitamente pequefias— en sus textos Introductio in
Analysis Infinitorum y en las Institutiones Calculus Diferencialis e
Institutiones Calculus Integralis.

2 En su Cours d’analyse de 1821 y en sus Legons sur le calcul

infinitesimal de 1823.

3 Ello marca ya una diferencia importante con los trabajos previos
de Euler, quien afirmaba que siempre era posible hablar, a partir de
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lo podria mostrarse como la suma de la serie si, conforme
el indice de los términos de la misma crecia indefinida-
mente (acto en el que se manifestaba un proceso infinito
en potencia), la diferencia entre la suma de dicho ntime-
ro finito de términos y la suma de la serie tendia a ser
una magnitud infinitamente pequefia.* En otras palabras,
hay en esta forma de caracterizar el limite de una serie
convergente un reconocimiento explicito de que se trata
de una operacion infinita que es irrealizable en acto y por
ende solo es aproximable: el limite o suma es aquel valor
al cual la suma finita se aproxima conforme se incluyen
mas y més términos en dicha suma.’ El hecho de recono-
cer la existencia de la suma para una serie convergente es
inseparable del modo en el que se establece el criterio para
que un valor finito sea considerado la suma de la serie, y

una simple expresién formal, de la suma de una serie convergente o
bien divergente. El caso mas conocido era el de la generalizacion de
la formula del binomio de Newton: Newton habia mostrado que un
binomio de la forma (1 + x)" tiene una expansién en un polinomio
con (n + 1) términos. La misma féormula, aplicada al caso en el que
el exponente no sea un nimero entero n sino una fraccién cualquiera
1, permite concluir que el binomio (1 + x)“ tiene como expansi()n
I T

una serie infinita de la forma 1 + px + “("2 D2 4 pmln
hecho que permitia asegurar a Euler que la suma de esta serie mflnlta
es precisamente (1 + x)*

* Una magnitud infinitamente pequefia no es sino una magnitud
variable cuyo limite —nueva aparicion de una operacion infinita en
potencia— es cero.

> Si se toma por ejemplo la suma 1+ 1 + 4 + 8 +... 4+ 21,] + .
asegurar que la suma de esta infinidad de términos sea 2 no 51gn1flca
que dicha suma infinita se haya realizado y que el resultado obtenido
sea precisamente 2 (como lo es en el caso en el que se toma sélo
un ntmero finito de sumandos). Para Cauchy la suma es 2 porque
no importa cuin pequefio se tome un numero, siempre es posible
encontrar que al sumar un nimero suficiente de sumandos de la serie
infinita, la diferencia entre esta suma finita y el nimero 2 resultara
menor que el valor dado originalmente.
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ambos son solidarios con el hecho de que se acepta s6lo en
potencia el infinito que se presenta en dicha operacion.

Sin embargo, el desarrollo de las matematicas a partir
del siglo XIX pareci6 marcar un nuevo derrotero para las
reflexiones filosoficas; en un proceso que se inicia con Bol-
zano y culmina con la creaciéon de Cantor de la teoria de
los conjuntos, una nueva aproximacién matematica habria
de marcar un camino inédito: el infinito, que habia sido
la piedra de toque del nuevo céalculo, adquirié un nuevo
estatuto en el trabajo matematico que permitié pensar en
la posibilidad de superar de manera definitiva la aproxima-
cion aristotélica. En efecto, el tratamiento matematico del
infinito a partir de la aparicion de la matematica conjuntista
hizo legitima la conviccion de que éste, el infinito matema-
tico, existe en acto. Mas atin, como lo declararia David
Hilbert en su articulo “Uber das Unendliche”, el estudio
del infinito y su tratamiento en acto sé6lo son posibles por
medio de las matematicas y, de hecho, la teoria matematica
del infinito no es otra sino la teoria de los conjuntos y de
los niimeros transfinitos inaugurada por Cantor.

En el analisis de este proceso de actualizaciéon del in-
finito en las matematicas sobresalen dos momentos bien
diferenciados:

1. La génesis, de Bolzano a Cantor, de la definicion de
conjunto infinito, a partir de la cual va a producirse
una operacion epistemolégica central: la redefinicion
de las relaciones entre lo finito y lo infinito.

2. La creacion cantoriana y la determinacion numérica
del infinito.

Sin embargo, el propio desarrollo de la teoria de los na-
meros transfinitos que fundamento la certeza en este nuevo
infinito en acto, con la teoria de los grandes cardinales y
los cardinales inaccesibles, ha llegado a un punto en el que
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nos encontramos ante un nuevo renacer de la idea original
de Aristoteles acerca del infinito.

Nos proponemos en este trabajo llevar a cabo dos anéli-
sis. En primer lugar, y de manera breve, analizaremos estos
dos momentos que hemos sefialado a fin de mostrar como y
en qué medida contribuyeron a la constitucion en acto del
infinito. Puesto que se trata de una breve exposicion que
pretende trazar a grandes rasgos la constitucion de la teoria
de los ntimeros ordinales y cardinales transfinitos, haremos
ver como es que éstos son definidos e introducidos en el
pensamiento cantoriano. En un segundo momento, y su-
poniendo que ya se conocen las leyes de operacién de la
aritmética ordinal y cardinal transfinitas, al igual que los
resultados centrales de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel, plantearemos algunos problemas a los que nos
conduce la nueva teoria de los grandes cardinales y sefia-
laremos, para concluir, en qué medida es posible hablar
de un renacimiento del pensamiento aristotélico sobre la
cuestion del infinito.®

1. La nueva definicién del infinito

Encontramos en Bolzano un primer intento de elaborar una
auténtica teoria del infinito, intento que supone el recono-
cimiento de que no es sélo el infinito en potencia el inico
existente. Bolzano reconoce en el infinito en potencia tan
s6lo una magnitud creciente y variable —estatuto que, co-
mo ya seflalamos, tiene en todo el analisis matematico hasta
Cauchy. Para dar una caracterizacion del infinito que deje
atrés la simple idea de una magnitud “mayor que cualquier

® Que sea posible hablar de un renacimiento del pensamiento aris-
totélico en torno del infinito no nos parece una idea aislada. Recor-
demos que René Thom (1992) ha tratado el mismo punto en lo que
se refiere a la teoria aristotélica del continuo. Curiosamente, respecto
tanto del infinito como del continuo, este renacimiento aristotélico
parece constituirse en contra del pensamiento cantoriano.
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cantidad dada”, Bolzano recupera, en sus Paradojas del in-
finito (§ 10), una idea que ya se encuentra en Aristoteles, a
saber, el concepto de infinito es aplicable inicamente a las
colecciones o multiplicidades. Como primer paso, Bolzano
define una coleccion infinita como la que contiene propia-
mente a cualquier coleccién finita (lo infinito se define a
partir de lo finito),” y prueba la existencia de una coleccion
infinita (en acto) mediante el ejemplo de la coleccion de
todas las proposiciones verdaderas. Para ello genera una
sucesion de proposiciones verdaderas que resulta equiva-
lente a la sucesion de los ntimeros naturales, la sucesion:

S1 = A, donde A es una proposiciéon verdadera.

So = “A es verdadera”, la cual es también verdadera y
diferente de S7, y permite por lo tanto definir la siguiente.

Sz = “Sy es verdadera” (que igualmente difiere de Sg).

En general S,4+1 sera la proposicién (verdadera) “S, es
verdadera”.

De este modo a toda proposicion de esta serie le corres-
ponde un nimero natural; mas atn, dicho proceso de ge-
neracién de proposiciones verdaderas y distintas entre si es
infinito, pues “podemos continuar indefinidamente el pro-
ceso de construccion de proposiciones, siendo posible siem-
pre generar nuevas proposiciones”. Pero esta afirmacion
s6lo podria mostrar la infinitud en acto de la coleccion de
las proposiciones verdaderas si se acepta previamente que la
coleccién de niimeros naturales es actualmente infinita; sin
esa condicion el procedimiento descrito no puede mas que

" Que contenga propiamente a cualquier coleccién finita significa
que dada cualquier coleccion finita de elementos contenidos en la co-
leccién infinita, siempre habra elementos en ésta que no formen parte
de aquélla. Para considerar satisfactoria la definicion de Bolzano hoy
diriamos que un conjunto es infinito si contiene propiamente a subcon-
juntos infinitos de cualquier orden de magnitud (contiene a cualquier
cardinal finito).
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mostrar que la coleccion en cuestion es infinita en potencia.
Ante esto, la solucién de Bolzano es puramente ontoldgica:
“estas proposiciones existen en si mismas, independiente-
mente de que las construyamos o no”. La coleccion de las
proposiciones mencionadas existe independientemente del
proceso de generacion que la muestra (como algo infinito)
y es asi (actualmente) infinita.®

Bolzano intentara mas adelante mostrar la existencia de
distintas multiplicidades infinitas que no son iguales entre
si en relacion con la “pluralidad” o con la “multiplicidad de
elementos” que contienen. La idea se origina en la propie-
dad de la reflexividad que es caracteristica de los conjuntos
infinitos: todo conjunto que es infinito tiene la propiedad
de que siempre existe un subconjunto contenido propia-
mente en él y con el cual puede relacionarse siguiendo una
correspondencia biyectiva.” Esta propiedad de los conjun-
tos infinitos permitiria establecer entre ellos las mas varia-
das relaciones; por un lado, seria posible intentar definir
una equivalencia entre dos conjuntos infinitos, equivalen-
cia que pudiera generalizar para las colecciones infinitas el
concepto de “ntimero de elementos” de la coleccion, a par-
tir de la existencia de una correspondencia biyectiva entre
ellos; sin embargo, el que siempre se presente esta situa-
cién entre un conjunto infinito y un subconjunto propio es
para Bolzano razon suficiente para no intentar generalizar
para estos conjuntos una propiedad que se cumple para

8 Como yva se ha sefialado anteriormente, podemos asegurar que
Bolzano se enfrento, al igual que Dedekind, a un imposible; la tnica
forma de asegurar la existencia de un conjunto infinito es por medio
de un axioma.

? Ya Galileo sefialaba en la “Primera jornada” de sus Didlogos
sobre las dos nuevas ciencias que una de las propiedades mas sorpren-
dentes de los numeros, propiedad derivada de su “infinitud”, era el
hecho de que se podia establecer una correspondencia biunivoca entre
la totalidad de los niimeros y la parte constituida por los ntimeros
cuadrados.
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los conjuntos finitos (tienen el mismo niimero de elemen-
tos si, y s6lo si, existe una correspondencia biyectiva entre
ellos). En el caso de los conjuntos infinitos la corresponden-
cia mostrard que ambos, el total y el subconjunto propio,
son infinitos, pero la contencién propia muestra, y lo hara
sistematicamente en Bolzano, que no pueden ser iguales
desde el punto de vista de su “pluralidad” o “multiplici-
dad” (Vielheit).'” En otras palabras, si la correspondencia
biunivoca entre dos conjuntos no es suficiente para definir
una relacion de orden, y con ello el concepto mismo de
ntmero cardinal infinito, es porque Bolzano es incapaz de
reconocer la igualdad —en lo que al “ntimero de sus ele-
mentos” se refiere— entre un conjunto y un subconjunto
propio. Quien con mayor énfasis hasta ese momento habia
intentado romper con la idea aristotélica de que el infinito
s6lo podia existir en potencia, no pudo, pues era condicion
necesaria para constituir una teoria matematica del infinito
actual romper con otro principio aristotélico: que el todo
es mayor que cualquiera de sus partes.

Imposibilitado para definir el concepto de ntiimero car-
dinal infinito, y las relaciones de igualdad y de desigualdad
entre ellos, Bolzano intenta disipar el caracter paradoéjico
de esta “equivalencia” (mediante una biyeccion) entre un
conjunto infinito y un subconjunto propio (y que por tanto
no podra jamas ser igual al total), al hacer notar que dicha
igualdad so6lo se podra decidir a partir de la biyeccion en el
caso exclusivo de las colecciones finitas. Que en el caso de
las colecciones infinitas esto no es posible se desprende de
lo siguiente: para las colecciones finitas la correspondencia
biyectiva entre los elementos de dos de ellas equivale a
tomar, uno a uno, los elementos de una de ellas y a hacer

10" Claramente habra que esperar la prueba de Cantor de la no
numerabilidad del conjunto de nimeros reales para poder resolver
definitivamente este escollo.
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corresponder cada uno de ellos con uno y s6lo uno de los
elementos de la otra, con la certeza de que al agotar los ele-
mentos de una se agotaran también los elementos de la otra.
A final de cuentas se podra al mismo tiempo asignar un
numeral a cada uno de los elementos, con la certeza ab-
soluta de que al término de la operaciéon (término siempre
posible debido a que se trata de colecciones finitas) se habra
llegado a un numeral n que permitira establecer el ndmero
de elementos de los dos conjuntos. Para las colecciones
infinitas, la existencia de la correspondencia biyectiva no
permite tal proceso debido a que

nunca llegaremos a un ultimo elemento de [uno de ellos]
pues precisamente por ser un conjunto infinito no existe un
objeto al que podamos caracterizar de esa manera [...] no
importa cuantos elementos se hayan sefialado asignandoles
numerales siempre quedaran otros por sefialar.'!

Es inttil insistir sobre el caracter que adquiere el infinito
en este argumento.

A partir de la propiedad de reflexividad que se presen-
ta en todo conjunto infinito, R, Dedekind propone en su
memoria Was sind und was sollen die Zahlen un punto
de vista que marcara un vuelco radical respecto a las posi-
ciones sostenidas anteriormente —incluida la posicion de
Bolzano— sobre lo que debe entenderse por un conjunto
infinito: un conjunto es infinito si es posible establecer una
correspondencia biunivoca entre él y un subconjunto pro-
pio.'? Un conjunto es finito si no es infinito. La propiedad
tomada hasta entonces por paraddjica se constituye ahora
en definicion; deja de ser una constante que hace resaltar el
aspecto paradoéjico de las colecciones infinitas —cuando se

11 B. Bolzano, Paradoxien das Unendlichen, § 22.

12°N es infinito si existe una funcién biyectiva : N — N’, en
donde N’ = (N) representa un subconjunto propio de N.
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piensa que deben cumplir las mismas condiciones que las
colecciones finitas— para convertirse en la condicion que
se debe satisfacer. No es que en una coleccion infinita se
cumpla la propiedad de la reflexividad, sino que aquellas
colecciones en las que se cumple seran las que se deberan
considerar infinitas. En particular, para ser considerada in-
finita, una coleccién ha de ser tomada en su totalidad. No
se trata asi de una coleccion para la cual dada cualquier
subcoleccion —finita— siempre sera posible encontrar otro
elemento no considerado.'3 A partir de esta definicién de
Dedekind, un conjunto infinito es una totalidad infinita;
es un conjunto del cual se debe predicar la infinitud en
acto.

Al tornar esta propiedad en definicion, un conjunto no
serd infinito en la medida en que posea una infinidad de
elementos; en su definicion, Dedekind habla de un “con-
junto infinito” y no de un conjunto con una “infinidad
de elementos” —es decir, no se hace alusién a la canti-
dad de elementos que le pueden corresponder a un con-
junto infinito. De hecho no serd posible hablar del “nu-
mero de elementos” de un conjunto antes de conocer qué
es un numero. Dedekind hace descansar el concepto de
ntimero sobre el concepto de conjunto infinito y sobre el
de conjunto simplemente infinito. Si un conjunto infinito
es aquel para el cual existe una correspondencia biyectiva
entre él y un subconjunto propio, un subconjunto simple-
mente infinito serd un conjunto infinito para el cual, a
partir de un elemento que no se encuentre en la imagen
de la funcion biyectiva, es posible obtener todo el conjun-

13 fste es manifiestamente el modo en el que Euclides asegura que
hay una infinidad de ntimeros primos: dada cualquier coleccion de
numeros primos considerada, siempre hay uno mayor al mayor de los
primos considerados (dado cualquier nimero primo, siempre se puede
encontrar uno mayor). De hecho, si p es un nimero primo, hay un
ntmero primo entre p + 1 y p!
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to mediante la aplicacion iterada de la funcion biyectiva.
Es decir, el conjunto N es simplemente infinito si hay un
elemento @ en N, que no es miembro de N’ = (N), y tal
que N = {a} UN" = {a, p(a), p(p(a)), .. .}.

Un ntmero ordinal y finito se define como un elemento
de un conjunto simplemente infinito (esta definicion des-
cribe de manera natural el conjunto de nimeros enteros
positivos, donde el primer elemento es llamado “1” y la
funcién biyectiva equivale a la funcion de sucesion que es
la aplicacion “+17)."* La funcioén biyectiva ¢ que define
un conjunto simplemente infinito /V induce de manera na-
tural un orden lineal en el conjunto; siempre se tiene que
n < @(n)y @(n) es el sucesor inmediato de n. En esta
relacion de orden, el elemento que no forma parte de la
imagen de la funcién ¢ —que se puede denotar como 1—
sera el primer elemento del conjunto. Pero la propiedad es
categorica: dados dos conjuntos simplemente infinitos S y
S’, si sp y s(, son sus respectivos elementos iniciales y ¢
y ¢’ sus respectivas funciones de sucesién, siempre existe
una funcion biyectiva 1: S — S’ que cumple:

(i) ©(s0) = sp;

(ii) P(e(n) = ¢'(1h(n)).
Con ello la terna { N, ¢, 1} define, salvo isomorfismo, cual-
quier conjunto simplemente infinito, con lo cual la defi-
nici6bn propuesta para un numero ordinal y finito queda
plenamente justificada. Otra prueba dada por Dedekind es
la de que cualquier conjunto infinito 7" contiene un sub-
conjunto S que es simplemente infinito.

Dado cualquier elemento n en el conjunto N, Z, es el
conjunto de los elementos menores o iguales que n, y es-

14" Al establecer la igualdad N = {a} U N’, queda claro que en
N solo existe un primer elemento, a, y el resto de sus elementos se
obtienen a partir de la funcién ¢. Es decir, salvo el primero, todos los
demas son sucesores.
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te subconjunto de N tiene la propiedad de ser finito. Un
teorema clave que permite caracterizar cualquier conjunto
finito asegura que dado cualquier conjunto finito .S, siem-
pre existe un nimero n (elemento de N), tal que S puede
ser puesto en correspondencia biunivoca con el subconjun-
to Z,. En este caso, el numero n se llama numero cardinal
de S y nos dice “cudntos elementos tiene el conjunto S”.
Contar los elementos de S se entiende entonces como el
resultado de relacionar sus elementos con los ntimeros de
Z,. El que todo conjunto finito sea biyectable con un sub-
conjunto de la forma Z, permite asegurar que el sentido
de la finitud se obtiene a partir de un subconjunto —que
no es infinito— de un conjunto infinito. La conclusién —y
no la definicion— serd que para cualquier conjunto fini-
to siempre sera posible establecer su nimero de elemen-
tos por medio de su correspondencia con un subconjunto
Z, de N.

Pero la existencia del conjunto de todos los nimeros fi-
nitos se apoya en la existencia de un conjunto infinito —se
puede asegurar la existencia de un conjunto simplemente
infinito si es que se puede asegurar la existencia de un
conjunto infinito. Por ello Dedekind requiere de una prue-
ba irrefutable de la existencia de los conjuntos infinitos.
Dedekind asegurara la existencia del conjunto de todos los
pensamientos, el cual, de acuerdo con su definicion, es in-
finito.!> Pero a nuestro juicio el argumento presentado no
puede ser tomado como demostracion de la existencia del
infinito. Lo poco satisfactorio de su prueba refleja que no
se trataba de una mera limitante de la técnica matematica
de la que disponia.

15 Dedekind intenta resolver esta exigencia retomando, en una nue-
va version, el argumento de Bolzano acerca del conjunto infinito de
todas las proposiciones verdaderas.

39



2. La determinacién numérica del infinito

La determinacion del infinito a partir de la teoria de los
ntimeros transfinitos se inicia con la quinta memoria de
Cantor sobre los conjuntos infinitos y lineales de puntos,
memoria llamada “Fundamentos para una teoria general
de los conjuntos” (Cantor, 1883b) pero, antes de analizar
este proceso de determinaciéon, es necesario recordar los
rasgos mas importantes en la constitucion de la teoria can-
toriana de los conjuntos. A partir del estudio de las series
trigonométricas, Cantor introduce en 1872 su definicion
del conjunto continuo de ntimeros reales (Cantor, 1872).
Esta definicion se ve acompafiada en breve tiempo de dos
resultados claves: por un lado la prueba de que no existe
una correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos
los niimeros naturales y el conjunto de todos los ntimeros
reales. Este solo resultado ponia ya de manifiesto la exis-
tencia de dos tipos distintos de conjuntos infinitos. Otro
resultado aseguraba, en cambio, la existencia de una co-
rrespondencia entre el conjunto de niimeros algebraicos y
el de los nimeros naturales. La sola prueba de la no nu-
merabilidad del conjunto R de nimeros reales, que pone
de manifiesto la existencia de dos “tamafios” distintos para
los conjuntos infinitos, permite llegar finalmente a aquel
punto que habia permanecido inalcanzable hasta Bolzano:
el convertir la relacion de correspondencia biyectiva entre
dos conjuntos infinitos en la definicion de la potencia de
dicho conjunto. Hay manifiestamente dos potencias infini-
tas distintas y es posible asegurar a partir de esta nueva
definicion que una es menor que la otra. Podemos decir
asi que Cantor y Dedekind logran, cada uno, encontrar
una salida a los dos obstaculos a los que se enfrentaba la
paradoja de la reflexividad.

Poco tiempo después, Cantor prueba que el conjunto de
ntmeros reales es equipotente con el conjunto de puntos
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del espacio euclideano de cualquier nimero de dimensio-
nes. De este resultado y del anterior, Cantor cree posible
concluir de manera inequivoca que en los conjuntos de pun-
tos, y al margen de su dimension, s6lo existen dos tipos de
potencias infinitas: las de los conjuntos numerables y las
de los conjuntos equipotentes con el continuo lineal.'®

La equipotencia entre el conjunto de puntos del espacio
de n dimensiones y el conjunto de puntos de una linea
permite remitir a este ultimo conjunto al estudio de los
conjuntos infinitos de puntos. El analisis de los conjuntos
lineales se llevo adelante por medio de una serie de seis me-
morias publicadas entre 1879 y 1884 con el titulo general
“Sobre los conjuntos infinitos y lineales de puntos” (Can-
tor, 1879, 1880, 1882, 1883a, 1883b y 1884a). La memoria
nimero cinco ya citada desarrolla una teoria que transfor-
maba por completo el estudio de los conjuntos infinitos de
puntos y le permitia entrar de lleno en el nuevo terreno del
transfinito. Esta memoria muestra una extrafla mezcla de
resultados matematicos y reflexiones filosoficas en torno al
infinito, reglas de adicion y principios de generacion validas
para los nimeros transfinitos asi como precisiones sobre la
realidad de los entes matematicos. En suma, muestra el
desarrollo caotico, en vivo, de una nueva teoria en la cual,
antes de Cantor, nadie habia jamas intentado adentrarse.

El primer objetivo de Cantor es justificar la existencia
en acto del infinito matematico y, para ello, dar cuenta de
sus posibles modos de determinacion. La primera reflexion
sobre la naturaleza del infinito muestra un doble desarrollo
de esta nocion en las matematicas. Por un lado, en algu-
nas teorias matematicas se ha desarrollado una nocion del
infinito que lo trata como una magnitud variable, siempre

16 Esta afirmaciéon constituye la primera versién de la hipdtesis
del cortinuo. Un estudio detallado de la génesis de dicha hipotesis se
presenta en Alvarez, 1993.
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mayor que cualquier magnitud finita considerada; éste po-
dria ser el caso, por ejemplo, en el calculo infinitesimal. A
esta idea del infinito, la mas comun y generalizada, Cantor
la llama infinito timpropio. En esta nocion, en efecto, la idea
del infinito tiene como principal caracteristica presentarse
como magnitud variable y absolutamente indeterminable,
al grado de que cualquier intento de determinacién resulta
por esencia contradictorio con él. Pero en otras ramas de las
matematicas se ha delineado otra nocién distinta: el punto
al infinito de la geometria proyectiva, o el de la teoria de
funciones, no se presentan como una variable indetermina-
ble sino como un lugar preciso y totalmente determinado.
Mas atn, la idea de determinacién en estos casos no resul-
ta contradictoria con la nocién del infinito y le es esencial;
esta nocion de infinito propio es la que debe retomarse
como punto de partida para iniciar una exploracion plena
del infinito.

Si hasta ahora la diferencia esencial entre lo finito y lo
infinito radicaba precisamente en la posibilidad de ser siem-
pre determinado el primero y en la propiedad de indeter-
minacién del segundo, la nueva investigacion del infinito
debia, a partir de la nocion de infinito propio, otorgarle al
infinito la posibilidad de ser determinado. Parecia ser la
esencia del infinito el resistirse a cualquier determinacion
de tipo numérico, pero esto se debia a que se desconocian
los nimeros enteros infinitos con los que esta determina-
cion numérica podia llevarse adelante.

Con ello queda delineada con claridad la doble estrategia
de Cantor: por un lado, la creacién de los nimeros enteros
transfinitos; por otro lado, proveer los medios matematicos
y filoséficos necesarios para poder fundamentar y justificar
la existencia de estos nuevos nimeros transfinitos.

El procedimiento para definir estos nuevos nimeros
transfinitos a partir de los cuales sera posible la nueva
determinacion del infinito, se apoya sobre dos “principios
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de creacion”. El conjunto de los nimeros enteros finitos
cuenta con un principto de creacién que permite siempre
obtener un nuevo numero a partir de otro ya dado. Este
principio se expresa siempre por medio de la operacion
“+1” aplicada a cada ntimero obtenido por la misma ope-
racion a partir de un primer elemento o “unidad”. Con este
principio se obtiene, en particular, la serie completa de los
ntimeros enteros positivos, la cual tiene la propiedad de no
alcanzar jamas un numero maximo. Este procedimiento,
equivalente al procedimiento introducido por Dedekind,
definira la primera clase de nimeros enteros finitos. Para
el caso de los niimeros transfinitos seran necesarios, ademas
de este principio, un segundo principio de creaciéon y un
tercer principio de limitacion gracias al cual estos niimeros
se encuentran divididos en ciertas clases. El segundo prin-
cipio consiste en la definicién de un niimero como el limite
de una sucesién de nimeros constituida mediante el primer
principio.!” Si se considera la serie completa de ntimeros
enteros finitos, el segundo principio de creacion permitira
definir el primer nimero transfinito como el limite de esta
serie. Cantor define asi el primer nimero transfinito —el
primer numero de la clase II-— como w = limn, cuando
{n} recorre la totalidad de los ntimeros enteros positivos,
el cual serd el primer nimero que es mayor que todos los
ntimeros finitos que conforman la clase I. Una vez defini-
do un numero por medio del segundo principio, el primer
principio permitira definir una nueva serie infinita de nu-
meros que tendran a éste como su primer elemento. De este
modo una nueva serie de niimeros transfinitos se define a
partir de w: w+ 1, w+2,w+3,...,w+n,..., hasta que el
segundo principio permita definir un nuevo niimero como
el limite de esta nueva serie: w +w = 2w. De este modo, y

7 En el mismo sentido en el que un ntiimero real se define como el
limite de una sucesion convergente de niimeros racionales.
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mediante la combinacion de los dos principios, se obtienen
los nuevos nimeros transfinitos:

2 n w w*
w,wt 1, 20, 0w, W W W W

La relaciéon que guardan estos nuevos numeros trans-
finitos con los conjuntos infinitos no es otra sino la de
que cada numero transfinito permite establecer el nimero
de elementos de un conjunto infinito bien ordenado.'® La
importancia de este concepto se deriva de la conviccién de
que cualquier conjunto puede ordenarse como un conjun-
to bien ordenado. Cualquier relacion de orden establecida
entre los elementos de un conjunto finito estd determinada
de manera univoca, y esta relacion estd expresada precisa-
mente por medio de un nimero entero positivo y finito.
Esta situacion ya no es valida en el caso de los conjuntos
infinitos, al grado que deviene para Cantor en una carac-
terizacion precisa para esos conjuntos: es posible dar a sus
elementos diferentes relaciones de orden:

La diferencia esencial entre los conjuntos finitos y los in-
finitos es que un conjunto finito ofrece el mismo nimero
[die selbe Anzahl] de elementos en todas las sucesiones
que se le pueden dar. Para un conjunto infinito, en cam-
bio, se tendran en general diferentes ntmeros [verschiedene

18 Se entiende por un conjunto bien ordenado aquel cuyos elemen-
tos se encuentran en una relacion tal que para cualesquiera dos de ellos
siempre sera posible establecer que uno de ellos es menor que el otro.
A esta condicion (que diria simplemente que el conjunto esta ordena-
do), se afade la de que el conjunto tiene un primer elemento (i.e. un
elemento que es menor que cualquier otro elemento del conjunto) y de
que cualquier subconjunto del conjunto tiene la propiedad de poseer
un primer elemento. En realidad la primera definicién dada por Can-
tor de este concepto, que es enteramente equivalente a la que hemos
dado, asegura que para “cada elemento del conjunto siempre existira
uno que le sigue inmediatamente y, siempre y cuando no se trate del
ultimo elemento del conjunto, a cada subconjunto —finito o infinito—
siempre sucederd también un elemento de manera inmediata”.
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Anzahlen], segin la sucesion que se establezca entre sus ele-

mentos. (Cantor, 1883b, § 2)'°

Al tomar un conjunto numerable {c;} (un conjunto con
la potencia del conjunto de ntmeros naturales), es po-
sible ordenar sus elementos en la sucesion: {aj, a9, ...,
Qy, ...} Pero el mismo conjunto {a;} se puede ordenar
como la sucesion: {ag, a3, ..., ay, ..., a1}, o bien como la
sucesion: {aq, a3, ..., 0941, ..., Q2,04 ..., Q2 ...}. To-
das estas sucesiones son diferentes desde el punto de vista
de la ley de ordenacion que las define; sin embargo, se trata
siempre del mismo conjunto.

A partir de lo anterior se puede decir que dos conjuntos
tienen el mismo nimero de elementos si esta definida una
biyeccion entre ambos, capaz de preservar la relacion de
orden entre sus elementos. El hecho de que un conjunto
finito tenga s6lo una relacion de orden entre sus elementos
nos dice que este conjunto tendra un Gnico nimero (finito)
de elementos asociado (de ahi la identificacion de este con-
cepto con la potencia del conjunto). Pero a un conjunto in-
finito siempre se podran asociar varios nimeros de elemen-
tos; cada uno de ellos corresponde a una relacién de orden
establecida entre sus elementos. Asi, un numero asociado a
un conjunto infinito serd un indice para cierta ordenacion
entre sus elementos: por ejemplo, si se considera una su-
cesion {«a;} equipotente a la clase I, sera posible enlistar
sus elementos en su orden usual: {a, a2, as,...,q,,...}
en cuyo caso el numero de sus elementos es w. Pero como
el conjunto es infinito se lo puede ordenar de un modo
distinto, por ejemplo como: {ag2,as,...,ay,...,a1} (el
elemento a1 fue enviado “al final” de la lista) en cuyo

19 Esta caracterizacion para los conjuntos infinitos es de hecho equi-
valente a la caracterizacion de Dedekind que ya hemos analizado. Es
interesante observar que la definicion de Cantor es anterior a la defi-

niciéon de Dedekind.
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caso el ntimero de sus elementos es w + 1.2 O bien en el
orden: {061,053,...,Oézn.'.l,...,052,...,054,...,042n,...} (se
ha hecho primero una lista completa de todos los elementos
“impares” y después de todos los “pares”) cuyo numero
es 2w. Cada uno de estos modos de ordenar el conjunto
infinito cumple con la condicion de ser un buen orden, se-
gun se describié anteriormente, y cada uno de los niimeros
transfinitos w,w +1,..., 2w, ... que la describe, es un nu-
mero de la clase II por el hecho de numerar (o contar) los
elementos de un conjunto cuya potencia es la del conjunto
de nimeros naturales (o clase I).

Podemos formular asi estas proposiciones de la siguiente
manera: todo sistema, con la potencia de la primera clase de
ntmeros, se puede numerar con los ntimeros de la segunda
clase de nimeros, y s6lo por éstos, de hecho los elementos
del sistema se pueden arreglar de modo que sea numerado
por un numero de la clase II previamente designado; este
ntmero expresard el nimero de elementos del sistema con
respecto a la ordenaciéon.?!

Los dos principios de creacién utilizados para definir
los ntimeros de la clase II inducen de manera natural una
relacion de orden —de hecho un buen orden— entre ellos:
asi se afirma que si a y [ son dos nimeros transfinitos de
la clase II, oo < 3 si es que este Gltimo se obtiene a partir
del primero mediante la aplicacién de uno —o de ambos—
principios. Pero esto refleja el hecho de que si se toma un
conjunto infinito numerable {a;}, ordenado de tal manera

2 Ya que el conjunto {ag,a3,...,q,,...,0} = {as,as,...,
Ay, ... U{a1}; el primer segmento {ag, s, ..., q,,...} es claramen-
te equivalente al total {ay, a9, as,...,qy,...} —segln la relacion de

orden— y le corresponde el mismo nimero: w; a {ay} le corresponde
el nimero 1.

2l G. Cantor, “Fundamentos para una teoria general de los conjun-
tos”, § 3.
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que su nimero de elementos esté dado por 3, entonces
en dicha relacion de orden hay un segmento inicial que,
tomado a su vez como conjunto bien ordenado, tiene a «
como su nimero de elementos.

La relacion que guardan entre si las clases I y II descansa
también sobre otra propiedad: la potencia de la clase II es
mayor que la potencia de la clase 1. La clase II constituye
asi un conjunto infinito cuya potencia es mayor que la de
los llamados “conjuntos numerables” —que no son sino
aquellos equipotentes con la clase I. Asi, los ntimeros de
la clase II, generados por dos principios, tienen esta con-
dicién restrictiva de poder numerar sélo conjuntos equi-
potentes con la clase 1.22

Recordemos que el primer ordinal transfinito w se defi-
ni6 como el limite de toda la sucesion de ntimeros enteros
finitos; ello establece dos condiciones —condiciones inti-
mamente vinculadas con la propiedad de buen orden—:

1. La sucesidén de los niimeros enteros finitos es una su-
cesion ascendente.

2. El ntimero w es el sucesor inmediato de dicha suce-

sion.

Estas dos condiciones equivalen a que pueda afirmarse
que w es mayor que cualquier miembro de la sucesion
ascendente de la cual es el limite; y que cualquier niimero
entero menor que w es rebasado a partir de un miembro
de la misma sucesion.

A partir de estas propiedades es posible tomar la totali-
dad de los nimeros de la clase II —que formarian una su-
cesion ascendente— y definir su limite w) = lim o, cuando
{a} recorre los nimeros de la clase 11, y de modo que éste
cumpla con respecto a dicha clase II las mismas propieda-

22 Esta es la propiedad que enuncia el principio de limitacién que
se menciono6 anteriomente.
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des que w cumple respecto de la clase I. De esto obtenemos
como primera consecuencia que wj establece el nimero de
elementos de un conjunto infinito no numerable y bien or-
denado, y tal que dicha relacién de buen orden sea la misma
que el orden natural de los nimeros ordinales de la clase
II. Claramente a partir de wj es posible definir una nueva
clase de nimeros transfinitos mediante los dos principios
de creacion ya introducidos. Sélo habria que subrayar que
ahora el segundo principio puede definirse tanto para su-
cesiones cuya longitud sea igual a la de la clase I o para
sucesiones con una longitud igual a la de la clase II.

Con wq se inicia una tercera clase de nimeros ordinales
transfinitos, cada uno de los cuales establece el niimero de
elementos, en distintas ordenaciones, de un conjunto con
la potencia de la clase II. Este proceso puede generalizarse:
a la clase III seguira una clase IV y asi sucesivamente; cada
clase tendra una potencia mayor que las anteriores y estara
constituida por los numeros que enumeran un conjunto
infinito y bien ordenado cuya potencia equivale a la de la
clase precedente.??

A partir de 1895 Cantor introduce una nueva notacién
para las potencias de los conjuntos, un aleph o nimero
cardinal denotard una potencia infinita. Ny es el nume-
ro cardinal que corresponde a la potencia de la clase I, y
la clase II —que como se habia dicho consiste en todos los
niimeros que se pueden asociar a un conjunto cuya potencia
es No— se denotarad con Z(Xy). La potencia de esta clase
IT al ser mayor que Ry —y de hecho es la potencia inme-
diatamente mayor—-" tiene como nimero cardinal N;. La
clase III serd Z(Nj) y su ntimero cardinal es Ny.

23 En otras palabras, cada clase establece todos los posibles buenos
érdenes que se pueden dar a un conjunto infinito con la potencia de
la clase anterior.

2 Lo que significa que cualquier subconjunto infinito de la clase
IT es equipotente a la clase I o bien equipotente a la propia clase II.

48



El proceso se puede generalizar: Z(X,) representa una
clase cuyo cardinal es N,4; —v es la clase de ntmeros
para un conjunto cuyo cardinal es N,. Pero esta genera-
lizacion es posible no sblo para los alephs que toman los
nimeros ordinales finitos como indices; es posible defi-
nir el cardinal N, como el limite de la sucesién, bien or-
denada y ascendente, de cardinales {X,}. Y a partir de
ahi a otros cardinales como N, —con « un nimero de
la segunda clase de ntimeros—, y més aun a los cardina-
les Wy, , ..., N, ..., Ny, ... Cada uno de estos cardinales,
N, puede ser identificado con el primer ordinal, w,, que
tiene a ese cardinal como potencia; es decir, con el ordinal
que inicia la clase de los ordinales para un conjunto bien
ordenado de cardinal N,.2

A partir de los principios de creacion sera posible ha-
blar de dos tipos de nimeros ordinales. Un ordinal sera
sucesor si se obtiene con el primer principio a partir de
un ordinal dado «; es decir, se trata de un niimero de la
forma § = a + 1. Un ordinal serd limite si es el limite
de una sucesion ascendente de ordinales menores que él,
a = lim .2 Claramente cualquier ordinal inicial w, es
un ordinal limite.

La posibilidad de definir mediante estos principios los
ntmeros ordinales y cardinales transfinitos es para Cantor
una condicién esencial para la matematica misma. El prin-
cipio sobre el cual Cantor asegura que es posible concebir
la existencia de un sistema de ntimeros transfinitos es el
de que toda numeracién de elementos de una coleccion,

% (Claramente, al momento de definir un cardinal —o un ordinal
inictal— como el limite de una sucesién de cardinales menores que
él, se opera de la siguiente forma: R, = lim R, si a = lim o, con lo
cual im N, = Ny 4, -

% Con ello se entiende que a > «, para todos los miembros de
la sucesion, y que si 8 < «, entonces a partir de un miembro de la
sucesion oy, se tiene que o, > (3.
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finita o infinita, no es otra cosa sino la disposicion de sus
elementos en un orden tal que permita siempre distinguir
un primer elemento y un tinico elemento sucesor después
de uno ya dado. En otras palabras, la numeracion de los
elementos de una coleccion es posible si —y sélo si— a
dicha coleccion se le ha dotado de un buen orden. Sobre
esta base, la distincion entre las colecciones finitas y las
infinitas no radica en que la numeracién de sus elementos
sea posible solo para las finitas, sino en el hecho de que para
una coleccion infinita son posibles distintas numeraciones.
De este hecho se concluye que los conceptos de potencia y
de numeracién coinciden para un conjunto finito, mientras
que en el caso de los conjuntos infinitos se tendrd que pa-
ra un conjunto con cierta potencia infinita (independiente
de la ordenacion dada entre sus elementos) son posibles
distintas numeraciones de sus elementos. De este modo,
el concepto de ntimero entero finito, que recubre las dos
nociones de potencia y numeracion, debera escindirse en el
momento de tratar con las multiplicidades infinitas dando
lugar a dos conceptos distintos: el de la potencia de un
conjunto y el del ntimero de elementos del mismo.

Pero si la idea de numeracion para cualquier conjunto se
justifica mediante el principio segin el cual todo conjunto
puede ser dotado de un buen orden, la existencia de los
ntimeros transfinitos —con los que dicha numeracion se
realiza en los conjuntos infinitos— va a requerir, para su
justificacion, de la solucion de otros problemas, igualmente
espinosos, que resultan pertinentes para las matematicas en
su conjunto y no tan sélo para esta nueva teoria de niimeros
transfinitos.

Por un lado, Cantor intenta justificar la exploracion del
infinito sin que esta posibilidad suponga la afirmacion de
la infinitud del entendimiento humano. Por otro lado, y
con el propodsito de esclarecer la naturaleza de los nue-
vos nimeros transfinitos, y de considerarlos tan validos
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como los niimeros enteros finitos, Cantor iniciara una dis-
cusion sobre la naturaleza de la matematica misma. Las
matematicas encuentran su esencia en su libertad, lo que
significa que ningin hecho extramatematico puede incidir
sobre ellas. Los conceptos matematicos tienen tinicamente
una realidad inmanente: tienen por su sola definicién un
lugar bien determinado en nuestro entendimiento, entran
en relacién con todas las demés partes del pensamiento y
se distinguen de ellas. En cambio, la realidad trascenden-
te se refiere a aquellos conceptos que son “la expresion o
reproduccion de procesos y relaciones existentes en el mun-
do exterior”.?” Los conceptos cientificos fundamentan su
existencia en estos dos principios y ello es un reflejo de la
unidad del todo, de la naturaleza de lo absoluto: la unidad
del pensamiento y del mundo exterior del que todo forma
parte. Es en esta unidad en la que las matematicas tienen
un lugar especial: forman parte de ella, pero sus conceptos
s6lo se apoyan sobre el primer principio. De la libertad,
que constituye su esencia, s6lo una regla debe observarse:
los conceptos deben ser no contradictorios entre si y de-
ben mantener relaciones determinadas con el resto de los
conceptos existentes. El proceso de formacion sera siempre
el mismo: partir de un objeto desprovisto de propiedades,
objeto que no es sino un signo al que le son afiadidos pre-
dicados que no deben contradecirse entre si; mediante este
proceso, “despierta el concepto que dormia dentro de nos-
otros”. Es inutil buscar otra normatividad, las relaciones
necesarias de los conceptos nuevos con los anteriores no
dejan ningtn lugar a lo arbitrario. De cualquier modo, las
matematicas disponen de los métodos correctivos necesa-
rios: si un concepto es estéril o innecesario es abandonado
rapidamente.

21 Cantor, 1883b.
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La conquista por parte de las matematicas del infinito
en acto, por medio de los nimeros transfinitos, constituye
para Cantor —como también lo sera para Hilbert— el bien
mas preciado alcanzado por esta libertad.

3. La teoria de los cardinales inaccesibles

Una vez expuesto de manera breve el origen de la teoria de
los nimeros ordinales y cardinales transfinitos, intentare-
mos ver en qué medida el desarrollo de esta teoria permite
corroborar el ideal cantoriano de que ésta es la teoria ma-
tematica que permite la determinacién del infinito y que
con ello prueba su existencia en acto.

La primera caracterizacion de un tipo especial de cardi-
nales fue expresada por W. Sierpinski y A. Tarski (Sier-
pinski y Tarski, 1930) sobre la base de una idea original de
K. Kuratowski, quien introdujo el término de cardinales
inaccesibles para aquellos cardinales alephs N, regulares
para los cuales el indice es un ordinal /imite.

La idea de una clasificacion de los niimeros cardinales o
alephs puede remitirse a F. Hausdorff (1904) para quien
un aleph X, puede ser esencialmente regular o singular,
dependiendo de como sea este nimero cardinal en relacion
con el conjunto de todos los que son menores que él. Un
cardinal N, es singular si puede ser alcanzado como el
limite de una suma de cardinales menores que él, pero tal
que esta suma involucre a su vez una cantidad de suman-
dos menor que él. Como ejemplo de un cardinal singular
podemos pensar en el cardinal N, ya que este cardinal se
puede obtener como X, = >R, —donde {n} recorre los
ordinales de la primera clase—; cada cardinal de la suce-
si6on es menor que N, y hay Ry sumandos. Un cardinal
N, serd regular si la tnica posibilidad de ser alcanzado
por una suma de cardinales menores que él es la de que
la suma en cuestién conste de tantos sumandos como ele-
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mentos en un conjunto de cardinalidad R,. Como ejemplo
de un cardinal regular podemos poner a N, ya que, como
fue probado por el propio Cantor, la unién numerable de
conjuntos numerables siempre es numerable; es decir, una
suma numerable de cardinales menores que N (que sélo
podrian ser cardinales finitos o Ny) sera siempre igual a Ny
y la tinica forma de obtener a Ny como la suma de estos
cardinales es que se trate de una suma con exactamente Nj
sumandos.?

Otra posible clasificacién de un cardinal R, se obtiene a
partir de las caracteristicas del ordinal indice c; se trata de
un cardinal sucesor o limite segin que el ordinal indice sea
sucesor o limite.?? El propio Hausdorff encontrd que todo
cardinal sucesor es regular (y por ende todo cardinal singu-
lar es limite)®? y planted el problema acerca de la existencia
de un cardinal que fuese regular y limite. Estos fueron
los que Kuratowski llamé inaccesibles. Sierpinski y Tarski
propondran una caracterizacion de estos cardinales, la cual
es mas general que la definicion de Hausdorff-Kuratowski.
Esta ultima puede considerarse equivalente a la definicion
de Sierpinski-Tarski s6lo aceptando la hipotesis generaliza-
da del continuo y el axioma de eleccion.

Para Sierpinski-Tarski un cardinal transfinito  es inac-
cesible si dada una sucesion de cardinales {\, }, de longitud

2 Llamamos cofinalidad de un cardinal s, ¢f(x), al minimo car-
dinal con cuya longitud es posible alcanzar el cardinal £ como limite
de una sucesiéon o de una suma infinita de cardinales menores que él;
de manera equivalente diremos que ¢f'(x) es el minimo cardinal X tal
que k se puede descomponer en la union de A conjuntos, cada uno
con cardinalidad menor que k. De acuerdo con ello diremos que K es
singular si ¢f (k) < K, y es regular si ¢f (k) = K.

2 De acuerdo con esta definicion, y visto que 0 no es sucesor de
ningln nimero natural, se considera a Ny como un cardinal limite.

3 Lo cual excluye la existencia de un cardinal singular y sucesor.
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1, v tal que 0 < |p| < 3!y que cumple \, < & para todo
v < p, se tiene que J[, ., Ay < k. Con esta definicion el
primer ejemplo de un cardinal inaccesible es Ny.

La equivalencia con la definicion original se apoya en los
dos resultados siguientes:

I. Un cardinal x es inaccesible si, y so6lo si, satisfa-
ce las siguientes condiciones: (i) las formulas |pu| < &
y Ay < K para todo v < p implican que 32, ., Ay < K;
(ii) las desigualdades p < Kk y p < k implican p” < k.

II. (i) Un cardinal inaccesible x resulta entonces un aleph
regular limite (resultado valido solo a condicion de aceptar
el axioma de eleccion). (ii) Bajo la hipotesis generalizada
del continuo un aleph N, regular y limite es inaccesible.

La equivalencia se sigue rapidamente como consecuencia
de que para un cardinal k # 2 la condicién p < Kk, p < K
implica ¢ < K es equivalente a que si © < Kk entonces
2l < K. De acuerdo con esta ultima equivalencia, vemos
que un cardinal inaccesible es, pues, un aleph regular, li-
mite y que cumple la condicién de que dado un cardinal A
menor que él, entonces 2* es también menor que é1.32 En la
bibliografia contemporanea® a los cardinales que cumplen
solo la condicion de Hausdorff-Kuratowski se los llama car-
dinales inaccesibles, mientras que a aquellos que cumplen
la propiedad de Sierpinski-Tarski se los llama cardinales
fuertemente inaccesibles. Bajo la hipotesis generalizada del

31 Al ser p un ntimero ordinal, el simbolo |u| denota la cardinali-
dad del conjunto de todos los ordinales menores que p.

32 Si aceptamos, con el axioma de eleccién, que no hay mas cardina-
les infinitos que los alephs. Queda claro a partir de nuestro enfoque que
cada vez que hablamos de un cardinal hablamos del niémero cardinal
de un conjunto, de ahi que, de acuerdo con el axioma de eleccion, el
cardinal de un conjunto es un aleph.

3 Cfr. a modo de ejemplo el libro de T. Jech (1978).
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continuo todo cardinal inaccesible es de hecho fuertemente
inaccesible.3*

Ahora bien, la pregunta original de Hausdorff acerca de
la existencia de un cardinal que fuese a la vez regular y
limite obedecia al hecho de que no se conocia ningtin ejem-
plo de un aleph que cumpliera ambas condiciones. De las
propiedades que deberian cumplir esos alephs, era cono-
cido el siguiente hecho: X, al ser limite debe de cumplir
que Ny = >N, , cuando a, — a vy N,, < N,. Pero al
mismo tiempo la condiciéon de que sea regular exige que
|a] = W,. Pero al identificar el aleph X, con el ordinal
inicial w, se obtiene que a < w, = N,, de donde se
puede concluir que o = w, = N, debido a que w, = N,
es un ordinal inicial y como tal no puede tener la misma
cardinalidad que ningtin ordinal menor que él. Puesto que
N, se obtiene como limite de una sucesiéon de longitud
«, diremos que esta igualdad se puede establecer también
del siguiente modo: @ = N, = ¢f (), la cual caracteriza
los cardinales inaccesibles (en sentido débil).>> Un cardinal
fuertemente inaccesible quedara caracterizado por la igual-

3 Dado que la hipétesis generalizada del continuo implica como
consecuencia el axioma de elecciéon como ya fue probado por Sierpinski
(Sierpinski, 1947).

% Se debe observar que la condicion a@ = W, no caracterizaria
de manera univoca los cardinales regulares limites ya que es posible
encontrar cardinales singulares (y por ende limites) que satisfacen dicha
ecuacion. Un cardinal con estas caracteristicas se podria encontrar si
se define recursivamente la siguiente sucesion:

Q) = W, O] = Waygy -« Qpsl = Wa,
se puede ver que
o =lima, =limw,, =lim¥, =N,.
Claramente éste no es un cardinal regular ya que X, > w = ¢f(a) =

of Ra)-
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dad a = N, = ¢f (o) = m(a), donde 7() se define como
el ordinal que indica al aleph que satisface N(,) = T30

Pero las primeras dudas acerca de la posible existencia
de un cardinal regular y limite no se desprenden tan sélo
de la dificultad para encontrar algtin ejemplo conocido. Si
se observan con cuidado los procedimientos de construc-
cion y definicion para un conjunto en la teoria axiomatica
de Zermelo-Fraenkel, podemos constatar que las operacio-
nes conjuntistas de uniéon, de separacién, de sustitucion,
o aun de eleccion, no permiten definir un conjunto cuya
potencia sea un aleph regular y limite a partir de conjuntos
cuya cardinalidad sea menor. Dicho en otras palabras, si se
parte de un conjunto (o de una familia arbitraria de con-
juntos) con cierta cardinalidad, las operaciones conjuntistas
mencionadas no permiten encontrar ningiin conjunto cuya
cardinalidad sea mayor que las de los conjuntos dados y
que sea regular y limite. En caso contrario, si suponemos
dado un cardinal regular y limite, el conjunto cuya cardina-
lidad esté dada por él seria un conjunto que no se hubiera
podido obtener, utilizando las operaciones conjuntistas, a
partir de conjuntos cuya cardinalidad sea menor. La tnica
posibilidad, y ello se debe a nuestra imposibilidad de carac-
terizarlo en lo que a su cardinalidad se refiere, puede surgir
a partir de la operacién conjuntista de “potencia” u opera-
cion del conjunto de todos los subconjuntos. Es el caso pa-
ra un conjunto de cardinalidad R, y su conjunto “potencia”

% Los ntimeros S, se definen por recursion de la siguiente manera:

La afirmacion S, = N, para todo ordinal « es equivalente a la
hipétesis generalizada del continuo.
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cuya cardinalidad es 2%; no es posible saber si se trata de
un cardinal regular o singular, sucesor o limite.>” Pero aho-
ra la limitacién para obtener un cardinal inaccesible en el
sentido de Sierpinski-Tarski (fuertemente inaccesible en
la notacion actual) es la dada por la condicién de que para
un cardinal inaccesible x, si A < Kk es otro cardinal, en-
tonces 2 < k. Es decir, aun la operacién “potencia” nos
impide alcanzar un cardinal inaccesible. Para un analisis
completo de la verdadera relaciéon que se puede presentar
entre un cardinal inaccesible y los cardinales menores que
él debemos explorar una nueva caracterizacion de los car-
dinales inaccesibles.

K. Kuratowski y A. Mostowski aseguran (Kuratowski
y Mostowski, 1976) que un cardinal N, es fuertemente
inaccesible si, y solo si, existe una familia de conjuntos
V' que satisface las siguientes condiciones:

(i) Si un conjunto X € V', entonces X C V.

(i) Si X € V' y Z es el conjunto de todos los Y C X,
y no contiene ningtn otro elemento (Z = P(X) = 2%),
entonces Z € V.

(i) Si X C V, vy |X]| < |V], entonces X € V.
(iv) [V | = R,.
El teorema se prueba, por una parte, al definir V' = R,

donde la familia de conjuntos R, se define recursivamente
como sigue:

Ry=190
Ryt = P(Ra)

37 Al momento de analizar las condiciones que deberia cumplir
el nimero cardinal transfinito (el aleph) que diera la potencia del
continuo, Godel constata que es imposible, salvo resultados extraidos
de algunas hipétesis particulares, saber si 2%, la potencia del continuo,
es un cardinal regular o singular, sucesor o limite.
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Ro = Up<q Rp en caso de que o sea un ordinal limite.

Si se toma la familia de conjuntos V' = R,,, vemos que
la condicion (i), condiciéon de transitividad de la familia, es
valida para cualquier ordinal, es decir, para cualquier o,
R, es transitiva.

La condicion (ii) se satisface debido a que el indice w,
que usamos es un ordinal inicial —un cardinal— que es
limite y regular; es decir, que si un conjunto X € V
entonces X € Rg con 8 < ws; P(X) € Rgyq por lo cual
P(X)eV.

La condicion (iii) se sigue del hecho que el indice w, =
N, es regular, luego si X C V' = R,,, = Ug<y, Rg, como
se supone que | X| < |V], existe un elemento 77 < w, tal
que X C U5<77Rﬁ y X e R77+1 c V.

Finalmente la condiciéon (iv) se sigue trivialmente de
V] = |[Rus| = Swa = Sa = V() = Ra.

Ahora bien, si existe una familia de conjuntos R que
satisface las condiciones (i)—(iv), para hacer ver que N, es
regular y limite podemos tomar la familia U = {X | X C
R y | X] < |R|}. Es claro que si X € U, la propiedad (iii)
nos asegura que X € R, de donde U C R.

Se puede utilizar un resultado de Sierpinski (1928) que
asegura que la familia U definida asi satisface:

|U| - Zp<Na Né'

De esto se deduce que Ny < 37, n N < R, y que
NP =N, sip <N,

Si ahora se toma un conjunto Y tal que | Y| =17 < X,,
y para cada y € Y se considera un cardinal 7, < N,y
un cardinal A\, = R, por el teorema de Kénig se puede
asegurar que > cy Ty < [Ley Ay = N = R, lo cual
demuestra que R, es un cardinal regular.®

3 El teorema de Konig asegura que si se tienen dos familias de
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Si ahora se toman un cardinal n < N, y N C R un
subconjunto tal que |N| = n; la propiedad (iii) permite
asegurar que N € R y la propiedad (ii) que tanto P(N)
como P(P(N)) son elementos de R. La propiedad (i) nos
permite asegurar que ambos son al mismo tiempo subcon-
juntos de R. De ello se deduce que n < 27 < 22" < R,
con lo cual 27 < N,. Ello demuestra al mismo tiempo
que N, es un cardinal limite y que es ademas fuertemente
inaccesible.

Pero podemos ademéas encontrar una caracterizacién mas
precisa del conjunto R. Si tomamos de nuevo el conjunto
U={X| X C Ry|X| < |R|} ya habiamos sefialado
que de la propiedad (iii) podiamos concluir que U C R. Si
ahora tomamos un elemento X € R, la propiedad (i) nos
dice que X C R. Como P(X) es también un subconjunto
de R, es claro que |X| < |R|. De ello podemos concluir
que R C U y por ende U = R. Es decir, R es el conjunto
de todos sus subconjuntos de cardinalidad menor que el
cardinal inaccesible N,. Una conclusiéon que se revelara
como algo fundamental en breve nos permite asegurar que
si nos referimos a un conjunto X que sea elemento de R,
entonces su cardinalidad es menor que N,.

El teorema anterior nos permite identificar sin ningun
problema el conjunto R que satisface las condiciones (i)—
(iv) con el conjunto V' = R,,,.

La consecuencia mas importante que podemos extraer
de los resultados anteriores es que si se toma la terna | =
(R, R, ER), donde ER es la relacion binaria definida en
R X R como X € Y para un elemento (X, Y) de R X
R, y R = R,,, se obtiene que R es un modelo para
todos los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Es decir, se puede
considerar que R es el “universo” de los conjuntos, con lo

cardinales {k;}icr v {Ni}ier v si ki < A; para todo i € I, enton-
ces ) ier hi < Ilier Aie
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cual las férmulas atomicas “X es un conjunto” y “X € Y7
se pueden sustituir por “X € R” y por (X, Y) € Eg,*
y con ello podemos asegurar que todos los axiomas de
Zermelo-Fraenkel resultaran verdaderos en R.

1. El axioma de extensionalidad se satisface de hecho en
cualquier conjunto transitivo; es decir, si para dos conjun-
tos X, Y de R, se obtiene simultaneamente (x, X) € ERr
y (96, Y) € Eg, o (-x7X) ¢ Eg y (x7 Y) ¢ ER, para x € R
entonces X =Y

2. El axioma del conjunto vacio se satisface debido a que
de la condicién (iii) se concluye que ) € R.

3. El axioma de la uniéon se cumple debido a que si
X € R, el conjunto J X (que se define como {x € b, tales
que b € X}) es tal que cada x € J X también esta en R;
luego UX C R y como la cardinalidad de |J X es menor
que N, la propiedad (iii) nos asegura que es un elemen-
to de R.

4. El axioma del conjunto potencia se cumple debido a
la propiedad (ii).

5. El axioma del subconjunto (axioma de separacion)
es valido debido a la propiedad de transitividad (i) y a
la propiedad (iii).

6. El axioma del infinito se satisface debido a que en R
existe un conjunto de cardinalidad Ny como consecuencia
de (iv) y (iii).

7. El axioma de eleccion es valido en R debido a que
si X € R es una familia no vacia de conjuntos no vacios
y C es un conjunto de eleccion (C se obtiene tomando un
elemento de cada uno de los conjuntos de X), se obtiene
que C es un subconjunto de R de la misma cardinalidad

39 Es decir, los conjuntos que estan en R pueden ser tomados como
los “objetos” de los cuales parte Zermelo en su axiomatizacién y la
relacién primitiva de pertenencia como la relacién binaria Er. Cfr.

Zermelo, 1908.
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que X (que es menor que N,), de donde, por la propiedad
(i), € € R.

8. La propiedad de que N, sea un cardinal fuertemente
inaccesible permite probar la validez del axioma-esquema
de reemplazo. En efecto, si X € Ry ®(x,y) es una formula
tal que para cualquier x € X y para cualesquiera yj, y2 en
R la igualdad y; = y2 se obtiene, si es que se cumplen
simultineamente ®(x,y1) y ®(x,y2) en R. Si se toma B =
ran @, entonces para cualquier elemento y € R se puede
decir que y € B siy solo si (Ix € X)(P(«, y) se satisface en
R); se debe probar que B € R. Como es facil ver, |B| < ¥,
por lo que la propiedad (iii) permite concluir que B € R.

Es importante sefialar que la validez de algunos de estos
axiomas depende solo de la transitividad del conjunto; pero
para otros se utiliza el hecho de que el cardinal del con-
junto es precisamente un cardinal fuertemente inaccesible.
Ahora bien, para obtener un modelo en el que se satisfacen
todos los axiomas de la teoria de los conjuntos basta que su
cardinalidad sea igual al primer cardinal inaccesible. Asi,
si se considera que N, es el primer cardinal inaccesible
mayor que N, R = R, es un modelo de la teoria de con-
juntos. Pero sabemos, a partir del teorema de completitud
de la logica de Gbdel, que una teoria es consistente si es
que tiene un modelo y también sabemos, por el segundo
teorema de Godel, que una teoria no puede probar su pro-
pia consistencia. De estos dos hechos se desprende que la
teoria de los conjuntos de Zermelo-Fraenkel (expresada por
medio de los axiomas conocidos y cuya validez probamos
en el modelo R) es incapaz de mostrar la existencia del
primer cardinal inaccesible mayor que ¥, ya que de otro
modo estaria en condiciones de probar su propia consisten-
cia, hecho contrario a lo que sostiene el teorema de Godel.
Estas afirmaciones representan la confirmacion del hecho
que ya habiamos sefialado: si consideramos un conjunto
X en el modelo R, este conjunto debe tener una cardina-
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lidad menor que N,; es decir, en nuestro “universo” no
hay conjuntos con cardinalidad igual al primer cardinal
inaccesible N,,.

De alguna manera esta situacién ya se presentaba con
N, considerado como el primer cardinal inaccesible (es de-
cir, inaccesible respecto a todas las operaciones conjuntis-
tas llevadas a cabo sobre conjuntos finitos): el resto de los
axiomas de Zermelo-Fraenkel forma un grupo de axiomas
suficiente para una teoria de conjuntos finitos —cuyo mo-
delo canonico puede ser R,,. Como sabemos, s6lo mediante
el axioma del infinito es posible asegurar la existencia de
un conjunto de cardinalidad Ry. Esta es también la tnica
via para el primer cardinal inaccesible mayor que N.

Este hecho fue bien caracterizado por Tarski (1938) y
creemos, como lo haremos ver mas adelante, que tuvo una
gran influencia en la prueba de la consistencia de la hi-
potesis generalizada del continuo dada por Godel (1938).
Tarski considera el siguiente conjunto de axiomas como el
que caracteriza los conjuntos inaccesibles (conjuntos cuya
cardinalidad corresponde a un cardinal inaccesible): para
un conjunto N de cardinalidad v existe un conjunto M
con las siguientes propiedades:

1.NCM.
2.5 XeMyY € X entonces Y € M.
3.51 X € My Z es el conjunto de todos los ¥ C X,

y no contiene ningtn otro elemento (Z = P(X) = 2%),
entonces Z € M.

4.51 X C M y X y M no tienen la misma cardinalidad,
entonces X € M.

Este conjunto de axiomas caracteriza el primer cardi-
nal inaccesible x mayor que v, donde v es un cardinal
arbitrario (de hecho nos dice que existe un conjunto M
cuyo cardinal es Kk y que contiene el conjunto N como
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elemento). Esta presentacion axiomatica tiene dos propo-
sitos: mostrar qué condiciones cumple el primer cardinal
inaccesible mayor que un cardinal cualquiera v —que bien
podria ser considerado como Ny para hablar del primer
cardinal inaccesible—,%" y asegurar, de algin modo, que
la existencia de un cardinal inaccesible s6lo podra darse
por medio de un axioma y sélo sera aceptada a condicion
de que dicho axioma no sea contradictorio con el resto.

4. Cardinales inaccesibles e infinito en potencia

La condicion aqui descrita establece que el lugar que ocupa
el primer cardinal inaccesible, en relacion con los cardinales
menores que €él, es el mismo que ocupa Ny (que identifica-
mos con w) en relacion con los cardinales finitos; en otras
palabras, esta relacion refleja la relacion del infinito con
lo finito. Segtin la modalidad cantoriana de definir el pri-
mer numero transfinito w, parece esfumarse por completo
todo el enigma asociado al infinito y, claramente, segin
esta modalidad no resulta claro el porqué habria de presen-
tar alguna dificultad la existencia de un cardinal —que es
un ordinal inicial como ya lo establecimos— fuertemen-
te inaccesible. Asi como w es definido por Cantor como
el limite de la sucesion ascendente de todos los numeros
enteros finitos, sucesién cuya cofinalidad es precisamente
w,* podria definirse sin més el primer cardinal inaccesible
N, (que es regular y limite) como el limite de la sucesion
{XNg,}, de cofinalidad o, de cardinales menores que R,.
Pero esta definicion requeriria, como lo era ya para Can-
tor, de alguna manera de la existencia del nimero que se
va a definir. En el marco de la teoria cantoriana de los
conjuntos este problema simplemente no podia aparecer

0 Siy=0,k=N, ysiv =Ny, K = Ny, que es el primer cardinal
inaccesible > N;.

4 Con ello R es regular.
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como tal, pero en el marco de la teoria axiomatica el argu-
mento circular debe ser roto de alguna manera; y ésta no
puede ser otra que la postulacion axiomatica del cardinal
Np. El problema que presenta cualquier cardinal regular
es precisamente que para ser definido como el limite, o la
suma, de una coleccion de cardinales menores que él, di-
cha suma debe constar del mismo ntimero de términos que
el cardinal por definirse. Cuando esta condicion se presen-
ta para los cardinales sucesores la teoria axiomatica puede
salir bien librada,” pero en el momento en que el cardinal
regular es al mismo tiempo un cardinal limite, el problema
parece irresoluble. La “ausencia” de un ejemplo visible de
un nimero que tuviera las dos condiciones, ya detectada
por Hausdorff, refleja una especie de limitante estructural.

Ello nos lleva a preguntar hasta qué punto este hecho
permite restituir la propiedad central de la teoria aristoté-
lica sobre el infinito: su existencia Gnicamente en poten-
cia. De la caracterizacion aristotélica del infinito debemos
extraer una doble leccion. Por un lado, el infinito es un
accidente, no es una sustancia, y como tal se dice que es
respecto a una multiplicidad. Sélo de una multiplicidad se
puede decir que es infinita; infinita por adicion si es que
el proceso de enumerar sus elementos es infinito; infinita
por division si es que el proceso de descomposicion en sus
partes es igualmente infinito. Ahora bien, cualquier intento
de precisar o detallar esta existencia serd para Aristoteles
fuente de paradojas. En el origen de las paradojas de Zenon
se encuentra la afirmacion de que Aquiles tendria que re-
correr efectivamente la infinidad de “puntos” o de estadios
intermedios que lo separan de la tortuga. En realidad, Aris-
toteles considera que Aquiles no recorre una infinidad de
estadios intermedios, sino que de su recorrido siempre sera
posible establecer un proceso de subdivision que marque

42 Kl recurso usual es utilizar el teorema de Hartog.
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un numero mayor de estadios a recorrer. Exactamente lo
mismo sucede con el intervalo de tiempo que requiere para
recorrer esa distancia, no es un intervalo infinito de tiempo,
ni tampoco un intervalo constituido —en acto— por una
infinidad de instantes; se trata de un intervalo de tiempo
para el cual no importa cuan grande sea la divisiéon consi-
derada, siempre seré posible dividirlo en un niimero mayor
de subintervalos de tiempo. Que el proceso de subdivision
pueda proseguirse indefinidamente —ad infinitum— no
significa para Aristoteles que el intervalo —de distancia o
de tiempo— esté efectivamente constituido por una infi-
nidad de elementos ya indivisibles, puntos o instantes, en
los cuales el proceso —infinito— hubiera terminado.

Una coleccion es infinita en potencia si dada cualquier
cantidad considerada, siempre sera posible encontrar otros
elementos de la misma no considerados. La infinitud por
adicion significard que la multiplicidad serad inagotable a
partir del proceso de contar uno a uno sus elementos; ello
significa que de una multiplicidad de objetos que sea infi-
nita, no podria jamas concluirse, mediante un sistema de
conteo, que es actualmente infinita; el sistema de conteo
s6lo podra mostrarnos que es potencialmente infinita. Di-
cho en otras palabras, si el sistema de numeracion, el tinico
sistema de conteo del que se dispone, no permite completar
o agotar todos los elementos de la multiplicidad, entonces
dicha totalidad sera infinita —en potencia. A partir de lo
anterior podemos asegurar que Aristoteles no establecio
una teoria que pretendiera eliminar el infinito de las mate-
maticas. Lejos de ello, nos parece que la teoria aristotélica
afirmaria que es la matematica el lugar privilegiado en el
cual es posible comprender la naturaleza del infinito. Ahora
bien, para ello es claro que Aristoteles no niega la existen-
cia del infinito sino que establece una modalidad, la Ginica
posible, para su existencia; modalidad que, por cierto, sé6lo
es inteligible mediante las matematicas.
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Solo en el interior de la teoria axiomatica de los conjun-
tos deviene inteligible la prueba presentada en la seccion
anterior, prueba de la inexistencia de un conjunto cuya car-
dinalidad sea la del primer cardinal fuertemente inaccesible
en el modelo R, prueba que muestra también la imposibi-
lidad de que exista —en acto— un cardinal fuertemente
inaccesible en R. De todas las caracterizaciones del infi-
nito propuestas antes de Dedekind y Cantor, incluyendo
la caracterizacion dada por Bolzano, sobresale aquella que
dice que una coleccién es infinita si cualquier subcoleccion
finita es una subcoleccion propia. La propiedad del modelo
R de estar constituido por conjuntos cuya cardinalidad es
necesariamente menor que el primer cardinal fuertemen-
te inaccesible muestra hasta qué punto las vias para dar
cuenta de la propiedad de infinitud en potencia pueden
reactualizarse.

Sin embargo, encontramos en la teoria axiomatica de
los conjuntos cierta relaciéon de dependencia de lo finito
respecto a lo infinito ya anunciada por Dedekind cuando
definia un conjunto finito como aquel que no cumple la
condicion de ser infinito. Ahora encontramos que la re-
lacién de lo infinito con lo finito, de lo inaccesible con lo
transfinito, muestra claramente aquello que Aristoteles tra-
taba de esclarecer: su existencia necesaria. La prueba de la
consistencia de una teoria de conjuntos finitos requiere ne-
cesariamente del primer nimero infinito, cuya existencia es
indemostrable en el interior de la propia teoria. La misma
situacion se reproduce con el primer cardinal fuertemente
inaccesible: é] marca el nivel minimo en la “jerarquia acu-
mulativa de conjuntos” para obtener un modelo de la teoria
de los conjuntos. La consistencia de dicha teoria se prueba
s6lo suponiendo la existencia de ese cardinal fuertemente
inaccesible cuya existencia es entonces indemostrable en
esa teoria.
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Como un efecto recurrente, parece presentarse de nuevo
el paradigma de Dedekind que marcé la definicion de lo
finito a partir de lo infinito: ahora las determinaciones esen-
ciales para una teoria son establecidas a partir del primer
niimero que para esa teoria resulta inalcanzable. Pero el
que se trate de nimeros cuya existencia no es demostra-
ble en el interior de una teoria nos muestra que, ante la
pretension cantoriana de que los niimeros transfinitos nos
daban una prueba de la existencia en acto del infinito, los
ntimeros inaccesibles no existen en acto. El viejo dilema
aristotélico parece renacer: s6lo existen en potencia; y es
esta existencia en potencia la que permite que en funcion
de ellos se estructure —como un telos a partir del cual
adquiere su sentido— la teoria de los conjuntos.

Si del infinito en potencia aristotélico a la potencia can-
toriana del infinito la filosofia trazé buena parte de su
historia, las perspectivas abiertas por lo inaccesible estan
aun por definirse.
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SUMMARY

In this paper I deal with two problems in mathematical phi-
losophy: the (very old) question about the nature of infinity,
and the possible answer to this question after Cantor’s theory
of transfinite numbers. Cantor was the first to consider that his
transfinite numbers theory allows to speak, within mathematics,
of an actual infinite and allows to leave behind the Aristotelian
statement that infinity exists only as potential infinity. In the
first part of this paper I discuss Cantorian theory of transfinite
numbers and his particular point of view about this matter.

But the development of the theory of transfinite numbers,
specially the theory of transfinite cardinal numbers, has reached
with the inaccessible cardinal numbers a new dilemma which
makes us think that Aristotelian characterization of the infinity
as potential is again a possible answer. The second part gives
a general view of this development and of the theory of the
inaccessible cardinal numbers in order to make clear my point
of view concerning Aristotelian potential infinity.
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